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ПРЕДИСЛОВИЕ 

      Настоящее учебное пособие адресовано студентам университетов, 

обучающимся по физическим направлениям бакалавриата. При работе над 

пособием автор стремился максимально сохранить стиль и дух устного, 

лекционного изложения, используя для этого собственный конспект лекций по 

линейной алгебре. Следует отметить, что лекции должна быть свойственная 

«легкость и непринужденность» изложения по сравнению с книгой. Студент на 

лекции получает много того, что он не найдет в учебниках, что слушая лекцию, 

он тратит меньше времени на освоение предмета, чем при изучении его по 

книгам.  

      Устная речь  содержит, подчас, «неправильности», которые делают ее более 

понятной, выразительной и наглядной. При «переводе» устной речи на 

письменный язык невольно исправляются огрехи устной речи, в текст вносятся 

дополнения и уточнения, которые необходимы для достижения полноты 

изложения предмета. В результате любое учебное пособие, написанное на 

основе лекций приобретает некоторые черты академического изложения.  

      Скажем несколько слов о дисциплине Линейная алгебра. Д.К.Фаддеев 

отмечал, что исследование линейных пространств составляет содержание 

линейной алгебры. Во-первых, линейная алгебра, наряду с математическим 

анализом, составляет фундамент математического образования, без 

которого невозможно  изучение и понимание классической и квантовой 

физики. Во-вторых, трудно переоценить значение линейной алгебры в 

физическом образовании.  

      Стиль преподавания математики очень важен для понимания ее студентами 

и колеблется от наивного, подчас популярного, изложения до сверхсложного 

профессионального уровня. И тот и другой подходы – крайности. Поэтому 

важно найти «золотую середину».  Например, трудности изучения линейной 

алгебры связаны, обычно, с аксиоматическим методом, положенным в 

основу традиционного изложения. Еще одной особенностью линейной 

алгебры является универсальность алгебраических понятий, таких как 

пространство, вектор, отображение, линейная форма и т.п., которые 

формируют глубокие связи между различными разделами математики.  

         Каждая лекция имеет эпиграф с целью, а иногда и без, отразить ее 

смысловое содержание. Из всех эпиграфов наиболее интересным, по мнению 

автора, является следующее: «Понятие числа предполагает понятие 

множества и порядка. Поэтому человек, конечное существо, постигая мир, 

приобщается к бесконечно полной информации» (М.К.Мамардашвили). 

       Перед каждым лектором стоит задача пробудить у слушателя 

математическую фантазию, помогающую понять математические теории. Итак, 

впереди Вас ждет путь протяженностью в один семестр под названием 

«Линейная алгебра».         
 

 

 

 



ЛЕКЦИЯ 1 
Программа курса линейная алгебра. Что изучает алгебра? Линейность. 

Функция. Матрицы и операции над матрицами. 

“Понятие числа предполагает понятие 

множества и порядка. Поэтому человек, конечное 

существо, постигая мир, приобщается к 

бесконечно полной информации” 

                             М.К.Мамардашвили (1930-1990гг.) 

Программа курса линейная алгебра 

1. Матрицы и определители; 

2. Линейное пространство; 

3. Системы линейных уравнений; 

4. Евклидовы пространства; 

5. Линейные операторы; 

6. Билинейные и квадратичные формы 

7. Функции от матриц; 

 

Что изучает алгебра? 
Множества, изучаемые в математике. 

 

    Числовые множества: 

N  - Натуральные числа 

Z  - Целые числа 

Q  - Рациональные числа 

R  - Вещественные числа 

Z  - Комплексные числа: ibaz   

Q  - Кватернионы:      

           kdjcibaq   

              где    1222  kji  

O - Октавы  …… 

     Другие множества: 

Функции   ( )(xfy  ) 

Векторы    ( ,а


 ,b


….) 

Матрицы   ( ВА, ,… ) 

Операторы  ( ВА


, ,…) 

Тензоры       ( ,ijа ,ijklb ….) 

 

 

Спиноры   ( ,iju ….) 

 

     О математике и измерениях. Начнем с нескольких цитат. 
«Когда на вопрос, что изучает математика?- отвечают: «множества с заданными 

в них отношениями», то это вряд ли можно признать ответом. Ведь среди 

континуума мыслимых множеств с заданными в них отношениями, или 

структур, реально привлекает математиков очень редкое, дискретное множество, 

и смысл вопроса как раз и заключается в том, чтобы понять, чем же особенно 

ценна эта исчезающе-малая часть, вкрапленная в аморфную массу. Точно также, 

смысл любого математического понятия далеко не содержится в его формальном 

определении. Не меньше (скорее больше) дает набор основных примеров, 

являющихся для математика одновременно, и мотивировкой, и содержательным 

определением, и  «смыслом» понятия». 
                                                                                              Акад. РАН И.Р.Шафаревич 



      
«Человек может ориентироваться во внешнем мире, опираясь исключительно на 

свои органы чувств, на зрение, осязание, на опыт манипулирования предметами 

внешнего мира и на возникающую отсюда интуицию. Однако возможен и другой 

подход: путем измерения субъективные ощущения превращаются в объективные 

знаки – числа, которые способны сохраняться неограниченно долго, передаваться 

другим лицам, не воспринимавшим тех же ощущений, а главное – с которыми можно 

оперировать и таким образом получать новую информацию о предметах, бывших 

объектом измерения»                                                       

                                                                                                                            Герман Вейль  

 

«Измерить все, что измеримо, и сделать измеримым все, что таковым еще не 

является» 

Галилео Галилей 

  

Во второй половине ХХ века произошел переход от аналоговой к цифровой 

электронике. 

   

  Линейная алгебра базируется на аксиоматическом методе, согласно которому 

вводятся первичные, неопределяемые понятия, подчиняющиеся некоторому 

набору аксиом. В элементарной геометрии первичными понятиями являются 

точка, прямая и плоскость, а аксиомами являются, например, следующие 

утверждения:  

- каковы бы ни были две точки А и В, существует прямая, которой 

принадлежат две эти точки (т.е. через две точки проходит прямая, и притом 

только одна);  

- в плоскости, определяемой точкой А и прямой L существует не более одной 

прямой, проходящей через А и не пересекающей L (т.е. через одну точку можно 

провести единственную прямую, параллельную данной).  

    Аксиомы – это первичные утверждения, которые считаются верными 

изначально. Аксиоматический метод позволяет все утверждения теории 

доказывать (выводить) из аксиом. При этом доказательства утверждений 

проводятся более строго, но и более формально. В результате линейная алгебра, 

в отличие от геометрии, становится менее наглядной и более сложной для 

восприятия. Однако трудности изучения линейной алгебры окупаются 

возможностью увидеть и установить связи между различными разделами 

математики. На этом пути устанавливаются фундаментальные понятия 

математики и формируется единство ее логических принципов.   

       

Линейность.  
     В физике многие законы выражаются на языке математики в виде линейных 

конструкций. Почти всякий естественный процесс, и физический в том числе, 

почти всюду, в малом, линеен. С более общей точки зрения, содержание 

линейной алгебры состоит в разработке математического языка для выражения 

одной из самых простых и, одновременно, общих естественнонаучных идей – 

идеи линейности. 



      Например, эффективность дифференциального исчисления для описания 

многих физических и механических явлений связана с тем, что малые 

приращения двух физических величин, зависящих друг от друга, 

пропорциональны: 

                                                xAy  , 

где y  и x  физические величины, y  и x  приращения физических 

величин, A  - коэффициент пропорциональности (в дальнейшем - производная). 

      Квантовая физика XX века резко расширила сферу применения идеи 

линейности, добавив к принципу линейности малых приращений  принцип 

суперпозиции векторов состояний. В результате линейная алгебра 

превратилась в аппарат, используемый для формулировки фундаментальных 

физических законов природы, например, объясняющих таблицу Менделеева, 

систематику элементарных частиц и даже свойства пространства-времени.  

 

       В действительности, все сложнее. Окружающий нас мир природных 

явлений нелинейный и поэтому не всегда допускает линейные способы и 

модели описания физических явлений. Типичным примером нелинейного 

явления является солитон. Мир полон как линейными, так и нелинейными 

явлениями и можно утверждать, что:  

Мир нелинейный и поэтому он сложный. 

 

Функция.  

Когда мы говорим о функции, всегда подразумеваем следующую запись:  

                                       )(xfy  ,     где      ., YyXx   

Функция – это всегда отображение одного множества X в другое множество 

Y . Следовательно, задать функцию означает задать отображение. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Если каждому элементу x , принадлежащему множеству X , 

поставлен в соответствие некоторый элемент y , принадлежащий множеству Y , 

то говорят, что на множестве X  задана некоторая функция f со значениями на 

множестве  Y . 

 

    Итак, функция f задана, если множество X отображается в множество Y .  

В дальнейшем мы будем использовать следующие символические записи 

отображения:   

 

а) YXf : , 

б) если Xx     Yy , то существует YXf : . 

   



                                             Функция f  

  

Легенда. Греция, III век до р.х.   
     Вызвал к себе царь Евклида, написавшего 15 книг по математике и говорит: 

«Слушай, разве подобает мне, царю, изучать все эти 15 книг. Как царь, я должен 

знать геометрию, но твой путь очень длинен для меня. Я повелеваю тебе указать в 

изучении геометрии царский путь, более короткий для меня». 
Евклид ответил: «К сожалению, в науке нет царских путей. Как все смертные,  

                               ты царь, если хочешь постичь геометрию, должен пройти  

                               весь длинный путь, указанный мной в «Началах геометрии». 

 

Лекции, семинары, учебники, изучение теории, решение задач – вот путь 

студента в университете. 

 
Матрицы и операции над матрицами.  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Прямоугольная таблица чисел, состоящая из m -  строк и n  

- столбцов, называется матрицей порядка nm .                                           
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В математике исторически сложились 

следующие синонимы понятия функция:                         
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аниепреобразов

еотображени

 

Множество Y  Множество X  



Числа ija  (вещественные или комплексные) называются элементами матрицы: 

ZилиRaij  .                                                 

Первый индекс  i обозначает номер строки,  а второй индекс j - номер столбца, 

на пересечении этих строк  и столбцов находится элемент ija .                                  

Матрицей порядка n1  является строка: ).....( 21 nааaА    

Матрицей порядка 1m  является столбец: 
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     Если число строк матрицы равно числу ее столбцов то такая матрица  

называется квадратной порядка nn , или матрицей n -го порядка.  

 

Примеры простейших матриц:  

нулевая матрица О , единичная матрица Е , диагональная, верхняя  и нижняя 

треугольная,  блочная, симметричная, антисимметричная (кососимметричная), 

обратная, ортогональная, вырожденная и невырожденная, эрмитова, 

ортогональная, унитарная, ....  

Задание. Запишите примеры простейших матриц. 

     

Вопрос. Какие операции можно производить с матрицами?        

 

Ответ. С матрицами можно производить операции сложение матриц, 

умножение матрицы на число, произведение матриц и многие другие. При 

этом результат сложения матриц, произведения матриц, умножения 

матрицы на число должен оставаться матрицей.  
     Однако, не всякие матрицы можно сложить и перемножить между собой, так 

как имеются ряд ограничений. Например, сложение матриц определено для 

матриц одинакового порядка, произведение матриц определено при условии, 

что  число столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы.  

     В линейной алгебре, кроме этих операций вводятся и другие очень важные 

операции:   

транспонирование матрицы; прямая сумма матриц;  след матрицы;  

определитель матрицы; эрмитово сопряжение матрицы;  произведение Ли 

и произведение Иордана и др. 

 

 

 



Операции над матрицами. 

 Сложение матриц. При  сложении матрицы A  и матрицы B  порядка  

nm  получается матрица )( ijcC   того же порядка: 

CBA  ,  где ijijij bac   

                Свойства операции сложения:   

AOA

CBACBA

ABBA







)()(  

 

 Умножение матрицы на число. При умножении матрицы A  на число    

получается матрица )( ijdD  : 

DA  ,  где    ijij ad    

                Свойства операции умножения:   

AA

BAA

BABA

)()(

)(

)(













 

 Произведение матриц. Произведением матрицы )( ijaA   порядка 

pm   на матрицу )( ijbB   порядка np называется матрица 

)( ijcC   порядка nm :   

                                     CBA     

Элементы ijc  матрицы C находятся по формуле:       

        



p

k
pjipjijikjikij babababас

1
2211 ...  

Правило произведения «читается» следующим образом: элемент ijc  равен 

сумме произведений элементов ika  i ой строки  первой матрицы и 

элементов  kjb  j го  столбца  второй матрицы. Например, элемент 





p

k
ppkk babababас

1
21221212112112 ...  

Правило умножения порядков матриц:  



                           )()()( nmnppm  .  

Произведение  BA    существует только тогда, когда число столбцов матрицы 

)( ijaA   равно числу строк матрицы  )( ijbB  .  

В общем случае произведение матриц не коммутативно, т.е.  

                    ABBA    
(обязательно проверьте это на простом примере).  

Если ABBA  , то говорят, что матрицы A и B  коммутативны.  

 

Свойства произведения матриц:                     

AЕA

BABABA

CАBACBA

СBАСBA









)()()(

)(

)()(


 

 

     Для квадратных матриц можно определить произведение Ли и произведение 

Иордана.  Эти операции вводятся на основе обычного произведения матриц: 

А) произведение Ли, или коммутатор 

  ABBABA , . 

Б) произведение Иордана, или антикоммутатор 

  ABBABA , . 

 

 Транспонирование. 

Над строками матрицы A выполним операцию транспонирования. А именно, 

строки матрицы A расположим в виде столбцов некоторой матрицы 
ТA ,  

которую назовем транспонированной, по отношению к матрице A. Например, 

              если  















654

321
A  ,   то   





















63

52

41

ТA . 

Символ Т над матрицей указывает на то, что над матрицей выполнена 

операция транспонирования, или просто – транспонирование. 

Транспонирование можно применять к матрицам любого порядка. Элементы 

транспонированной матрицы обозначаются через  
T
ija , т.е.   



                                                  )( T
ij

T aA   

                 

Свойства операции транспонирования: 

AA

ВABA

ТТ

ТТТ





)(

)(
 

ТТТ

ТТ

АВВА

AA





)(

)( 
 

Среди квадратных матриц существуют матрицы, обладающие следующими 

свойствами: 

 Если 
ТAА  , матрица A  совпадает с транспонированной 

ТA , то она  

называется симметричной. Элементы ika симметричной матрицы, 

расположенные симметрично относительно главной диагонали, равны 

между собой kiik aa  .   

Например, 





















763

652

321

A   - симметричная матрица. 

 Если 
ТAА  , матрица A противоположна транспонированной, то 

она называется антисимметричной (другое название –

кососимметричная). У антисимметричной матрицы элементы, 

расположенные симметрично относительно главной диагонали, 

противоположны  

                                            kiik aa  ,  

а элементы главной диагонали равны нулю 0iia .   

Например, 
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301

210

A  -  антисимметричная матрица. 

Задача 1. Докажите, что 
ТТТ ABBA  )( . 



Задача 2. Докажите, что  всякую квадратную матрицу можно представить в 

виде суммы симметричной и антисимметричной матрицы: 
as AAА  , где  

sA  - симметричная матрица, 
aA -антисимметричная матрица. 

Задача 3. Докажите, что  всякую функцию )(xfy   можно представить в 

виде суммы четной и нечетной функций. 

Задача 4. Докажите, что произведение двух антисимметричных матриц А и В  

является симметричной матрицей, только в случае, когда матрицы А и В  

коммутативны. 

 

 След матрицы.  

Пусть А квадратная матрица. Следом )(ASp  матрицы А называется сумма 

ее диагональных элементов:  

                         



n

i
nnii aaaаASp

1
2211 ...)(  

 
Замечание.  След матрицы представляет собой числовую функцию, 

определенную на множестве квадратных матриц: 

                                     RnnAASp  )(:)( . 

 Два свойства следа матриц: 

 

)()()(.2

)()(.1

ACBSpBACSpCBASp

ABSpBASp




 

1-ое свойство: под знаком следа любые матрицы перестановочны.  

2-ое свойство: под знаком следа произведение трех матриц удовлетворяет 

свойству циклической перестановки. 

 

Задача 5. Докажите 1-ое и 2-ое свойства. 
 

 Прямая сумма матриц. 

Рассмотрим квадратные матрицы A и В  порядка nn . Прямой суммой 

матриц A и В  называется матрица  D  вида                

                                            D















ВО

ОА
ВA . 

Матрица D  имеет блочно-диагонльный вид, по главной диагонали 

расположены матрицы A и В , а по второстепенной (не главной) – нулевые 

матрицы О . Поэтому ее порядок равен nn 22  . 



 

Символ   (знак сложения в круге) обозначает прямую сумму матриц.    

Вычислим прямую сумму матрицы В  с матрицей A  

                                             















AО

ОB
AB  

Сравнивая, мы видим, что АВBA  . Таким образом, при 

вычислении прямой суммы матриц матрицы не коммутативны. 

 
Задача 5. Докажите следующее свойство для квадратных матриц n -го порядка: 

 

                   )()()()( DBCADCBA   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ЛЕКЦИЯ 2 
Определитель матрицы. Минор и алгебраическое дополнение.          

Теорема 1. Лапласа,  Теорема 2. О )det( ВA  . Обратная матрица.  

 

 

 

“Можно понять математику, когда она есть, но 

из понятия математика не вытекает ни одно 

математическое понятие” 

Определитель матрицы.  

Квадратная матрица n -го порядка содержит 
2n  элементов 
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n
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22221

11211

 

Составим из элементов ika  произведение, содержащее n  сомножителей, так 

чтобы среди этих сомножителей было ровно по одному элементу, взятому из 

каждой строки и каждого столбца. Примером такого, произведения является 

произведение диагональных элементов: 

                                           nnaaааа ....44332211 . 

Все подобные произведения можно записать в следующем виде: 

nkji aаа ....21 , 

причем среди чисел kji ,......,,  не должно быть совпадающих. Максимальное 

число таких произведений равно !n , т.е. равно числу всевозможных 

перестановок натуральных чисел  n,......,3,2,1 . Умножим каждое из этих 

произведений на множитель        

                                                 
)......()1( kji  

и сложим все произведения. Полученная сумма  





n

kji
nkji

kij aaа


....)1( 21
)...(

 

называется определителем матрицы A и обозначается  Adet .  

Таким образом, на множестве квадратных матриц задана числовая функция, 

называемая  определитель матрицы. Символическая запись числовой функции 

                                       RnnA  )(:det ,  



где )( nn - множество квадратных матриц порядка n .  

Замечание. У прямоугольных матриц определитель не существует. 

               

Два способа вычисления определителя матрицы. 

1-ый способ (рассмотрен нами выше). 

                       



n

kji
nkji

kij aaа


....)1(Аdet 21
)...(

 

Здесь n -кратное суммирование проводится по всем индексам  kji ....  от 1 до 

n , причем индексы не должны совпадать. Комбинация n....321  считается 

начальной комбинацией, для которой 0)....321( n . Все остальные 

комбинации получаются из начальной n......123  путем перестановок 

соседних индексов: при четном числе перестановок величина 

1)1( )......(  kji
, при нечетном 1)1( )......(  kji

.  

 

2-ой способ. Разложение определителя по строке (столбцу). 

Формула вычисления определителя матрицы при разложении по элементам 1-

ой строки имеет вид: 
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j
nn

n
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j MaMaMaMа
1

1
1

11
212

1
111

1
1

1 )1(...)1(Аdet

 При разложении по элементам i  -ой строки: 

)...()1()1(Аdet
1

2211
1




 
n

j

i
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i
i

i
i

ii
jij

ji MaMaMaMа  

Аналогично, при разложении по j-ому столбцу: 

)...()1()1(Аdet
1

2
2

1
1

1



 
n

i

n
jnjjjjj

ji
jij

ji MaMaMaMа

 

Эти формулы показывают что, вычислить определитель матрицы можно 

путем разложения, как по любой строке, так и по любому столбцу. 

Величина 
i
jM  называется минором с чертой  элемента ija .  

Минор с чертой  
i
jM  это определитель матрицы A, у которой вычеркнуты  

(т.е. удалены) i  -ая строка и j -ый столбец. 



Величина 
i
j

ji
ij MА  )1(  называется алгебраическим дополнением 

элемента ija . Определитель матрицы можно записать через алгебраические 

дополнения:  

            



n

j
ininiiiiijij AaAaАaАа

1
2211 ...Аdet  

Пример вычисления определителя 2-го порядка вторым способом: 

.det bcad
dc

ba
A  ,  .23241

43

21
det A  

Пример вычисления определителя 3-го порядка первым способом: 

       

312213322113312312332112

322311332211

3

321
)()1(Аdet

аааааааааааа

ааааааaaа
kji

kji
ijk



 




 

Замечание:  1-ый и  2-ой способы вычисления определителя эквивалентны. 
Читателю предлагаем убедиться в этом на примере определителя 2-го и 3-го 

порядков. 

 

Геометрическая интерпретация определителя. 

Определитель матрицы это ориентированный объём параллелепипеда, 

построенного на векторах.  Например, объем  V  3-х мерного 

параллелепипеда, построенного на векторах ),,( 321 aaaa  , 

),,( 321 bbbb  , ),,( 321 cccc  , равен 

333

222

111

),,(det

cba

cba

cba

cbaAV   

В n - мерном пространстве объем n - мерного параллелепипеда равен 

определителю матрицы n - го порядка 

.

......

...................

.......

.......

),.....,,(det
222

111

nnn cba

cba

cba

cbaAV   

 



Еще одно важное определение. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Если 0det A , то матрица A называется 

невырожденной. Если 0det A ,  то  A - вырожденная.   

 

Миноры 2-х типов: минор с чертой и минор без черты. 

Минор с чертой   
k
k

iii

jjjM
.....

...
21
21

      - это  определитель матрицы A, у 

которой вычеркнуты строки  kiii ....21  и столбцы kjjj ....21 . 

 

Минор без черты:  

Минор без черты 
k
k

iii

jjjM
....

....
21
21

    - это определитель матрицы, составленной 

из элементов матрицы A , стоящих на пересечении строк kiii ....21  и  

столбцов kjjj ....21 .  Здесь индекс 1 nk . 

 

Пример. ij
i
j aM  .  

 

ТЕОРЕМА 1. Теорема Лапласа (1749-1827). Для любых строк kiii ....21  и 

столбцов kjjj ....21 , причем 1 nk ,  имеем 

                  







n

njjj
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11)1(Аdet k
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Теорема без доказательства. 

 

Теорема Лапласа устанавливает общую формулу вычисления определителя 

матрицы при разложении одновременно по k  строкам матрицы (или по 

столбцам). 

Теорема Лапласа позволяет доказать основные свойства определителя. 

 

Свойства определителя. 

1. Свойство равноправия строк и столбцов:  

                    
TAA detdet  . 

2. Свойство антисимметрии:  
при перестановке любых 2-х строк (равно и любых двух столбцов) 

изменяется знак определителя. 



Например,   
dc

ba

ba

dc
  

3. Основное свойство:  


 









n

j
kninkikikjij

ik

ikA
AaAaАaАа

1
2211

0

,det
...  

4. Линейное свойство:  

             

).(det)(det)(det)(det bAaAbaAdA    

Здесь строка  bad   равна линейной комбинации строк a  и b . 

Замечание. При вычислении определителей и доказательстве ряда формул 

широко используется метод элементарных преобразований, основанный на 

использовании этих 4-х свойствах определителей. 

 

ТЕОРЕМА 2.  Для квадратных матриц выполняется соотношение:    

                                   BAВA detdet)det(   

Доказательство.  Пусть матрицы A и В  порядка  n .  Рассмотрим блочные 

матрицы С  и D  порядка n2 , составленные из матриц A , В , AВ , E и O : 
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Вычислим  Сdet , разложив по первым n  строкам (см. ТЕОРЕМУ 1.) 
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            BA detdet  . 

Вычислим  Ddet , разложив по последним n  строкам 
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njjj
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1)1(Ddet nnn
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nnn
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          )(det BA   

Далее, используя метод элементарных преобразований, можно доказать, что   

                                             DС detdet  . 

 



Доказательство проведите самостоятельно следующим образом.  

Первый столбец матрицы C  умножим на элемент 11b ,  матрицы  В  и 

прибавим полученный столбец к 1n  столбцу. Затем  первый столбец 

матрицы C  умножим на элемент 12b ,  матрицы  В  и прибавим полученный 

столбец к 2n  столбцу и так далее. Сложение столбцов проводим с целью 

преобразовать правый нижний блок матрицы C  (где стоит матрица В ) в 

нулевой блок. В результате таких элементарных преобразований вы получите 

матрицу D .  

 

Замечание:  Если матрицы A и В  прямоугольные, но их произведение 

является квадратной матрицей, то )(det BA   существует и может быть 

вычислен по формуле Бине (см. Ф.Э.Гантмахер, - Теория матриц).  

  

Обратная матрица.  

Рассмотрим квадратную матрицу A порядка n . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Матрица В  называется правой обратной для матрицы A,  

если ЕВA  , а матрица С  называется левой обратной для матрицы A,  

если ЕАС  . 

Докажем, что правая и левая обратные равны между собой, ВС  . Запишем 

цепочку очевидных соотношений: 

               ВВЕВАСВАСЕСС  )()( . 

Введем обозначение обратной матрицы:  ВСА 1
, тогда:   

                                                 ЕАА 1
. 

Свойство:     
111)(   АВAВ . 

Доказательство свойства.  Очевидно, что ЕAВАВ 1))(( .  

Запишем следующие очевидные соотношения: 

111

1111

))(()(

)()(









АВАВАВАВ

АВВАААЕААЕ
 

Вопрос. При каких условиях  у матрицы A существует обратная матрица?  

Ответ: Обратная матрица 
1А существует, если выполняются два условия: 

1. Матрица   A должна быть квадратной. 

2. Матрица   A должна быть   невырожденной, см. ниже Теорему 3.  

 

ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы у матрицы A существовала  обратная матрица 

необходимо и достаточно, чтобы .0)(det A  т.е. A- невырожденная. 



Доказательство. Необходимость.  Рассмотрим квадратную матрицу A. 

Предположим, что обратная матрица 
1A  существует. Тогда ЕАА 1

. 

Согласно Теореме 2., имеем 1detdetdet)det( 11   EАAAА . 

Следовательно 0)(det A , причем 
)det(

1
det 1

A
А 

. 

Достаточность.  Предположим, что .0)(det A  Построим матрицу
1A , 

используя для этого алгебраические дополнения ijA  матрицы A и условие 

0)(det A : 
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Вычислим 
1АА . 
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Здесь мы использовали основное свойство(3-е) определителей. 

Теорема доказана. 

 



ЛЕКЦИЯ 3 
Линейная зависимость строк матрицы (столбцов). Теорема о линейной 

зависимости. Ранг матрицы и его свойства. Теорема о базисном миноре. 

 

 

 

“Утверждать, что социальный прогресс 

производит нравственность, все равно, что 

утверждать, что постройка печей производит 

тепло” 

                                                                Л.Н.Толстой 

Линейная зависимость строк матрицы (столбцов). 

Рассмотрим строки iа  некоторой прямоугольной матрицы A порядка nm : 

                             )..............( 112111 nаааа   

                            ).............( 222212 nаааа   

                             ………………………………… 

                            )..........( 21 mnmmm аааа   

 

Матрицу A можно записать в виде столбца, каждый элемент которого является 

строкой  iа : 
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Рассмотрим k строк матрицы A и составим из этих строк алгебраическое 

выражение вида  

                                         kkaаа   ......2211  ,                               (1) 

где k ,......, 21  произвольный набор вещественных чисел.  

Дадим следующие определения. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Выражение вида  kkaаа   ......2211  

называется линейной комбинацией строк kaаа ,......,, 21 , а вещественные 

числа k ,......, 21 - коэффициентами линейной комбинации. 

Далее набор строк kaаа ,......,, 21 будем называть системой строк.  

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ.  Линейная комбинация системы строк называется 



тривиальной, если все коэффициенты линейной комбинации равны нулю и 

называется нетривиальной если среди коэффициентов имеются ненулевые 

(достаточно чтобы один из коэффициентов не равнялся нулю .0i ) 

    

    Теперь мы можем сформулировать определение линейной зависимости 

системы строк. Дадим два равноценных определения. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Система строк kaаа ,......,, 21  называется линейно 

зависимой, если линейная комбинация этих строк, равная нулевой строке,  

                           оaаа kk   ......2211  

является нетривиальной (среди k ,......, 21  не все равны нулю) и 

называется линейно независимой, если нулевая линейная комбинация 

тривиальна (все числа 0...21  k ). 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Система строк kaаа ,......,, 21  называется линейно 

зависимой, если существуют числа k ,......, 21  не все равные нулю (т.е. 

существует .0i ), но такие, что 

                           оaаа kk   ......2211 . 

Если таких чисел не существует, то система строк называется линейно 

независимой, т.е. все 0...21  k  

 

Уточним определение линейной зависимости.  
 

 Во-первых, нулевая линейная комбинация системы строк 

оaаа kk   ......2211  

представляет собой уравнение относительно неизвестных 

k ,......, 21 . Заметим, что это уравнение всегда имеет нулевое 

решение, когда 0...21  k . Но вопрос заключается в том, 

имеет ли это уравнение ненулевое решение? 

 Во-вторых, если система строк kaаа ,......,, 21   является линейно-

зависимой, то  уравнение    

                                      оaаа kk   ......2211  

имеет ненулевое решение, среди k ,......, 21  имеются числа, не 

равные нулю (достаточно одного числа, не равного нулю) . 

 В третьих, система строк kaаа ,......,, 21  является линейно-

независимой, если уравнение   



                                      оaаа kk   ......2211  

имеет только нулевое решение  0...21  k .  

       

       Эти уточнения дополняют и, одновременно, проясняют определение 

линейной  зависимости. 

 

    Докажем важнейшую теорему. 

ТЕОРЕМА 4. О линейной зависимости.  Для того, чтобы система строк 

была линейно зависимой необходимо и достаточно, чтобы одна из строк 

являлась линейной комбинацией остальных строк. 

Доказательство.  Необходимость.  

Предположим, что строки kaаа ,......,, 21  линейно зависимы. Тогда, согласно 

определению,  нулевая линейная комбинация этих строк 

                                       оaаа kk   ......2211                                (2) 

является  нетривиальной. Это означает, что среди  k ,......, 21 найдутся 

ненулевые.  Пусть 01  . Преобразуя (2), получим 

                                       k
k aаа
1

2
1

2
1 ......








 .   

Следовательно, строка  1a  является линейной комбинацией остальных строк. 

Достаточность.  Предположим, что строка  1а  является линейной 

комбинацией остальных строк  

                                     kkaаа   ......221 .                                            (3) 

Преобразуя (3), получаем нулевую линейную комбинацию 

                                   оaаа kk   ......1 221 . 

Так как 11  , то, согласно определению, система строк kaаа ,......,, 21  

нетривиальна, т.е. линейно  зависима. 

Доказательство завершено. 

 

Замечание.  При доказательстве Теоремы 4. мы использовали закон логики 

исключенного третьего: из двух противоречащих суждений одно истинно, 

другое ложно, а третьего не дано. Этот закон указывает на то, что истинно 

одно и только одно из суждений, а другое обязательно ложно.  В нашем случае 

два суждения о линейной зависимости, о том всякая система строк линейно 

зависимая или линейно независимая  

 

Ранг матрицы.  
Ранг матрицы является важнейшей качественной и, одновременно, 

количественной характеристикой матрицы. Дадим два равноценных 

определения ранга матрицы. 



 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Ранг матрицы равен числу линейно независимых строк 

матрицы. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Ранг матрицы равен порядку минора без черты, не 

равного нулю, причем все миноры без черты льшегооб   порядка равны 

нулю.  

 

Замечание. Число линейно независимых строк матрицы всегда равно числу 

линейно независимых  столбцов  данной матрицы (см. определение 2). В этом 

проявляется равноправие строк и столбцов матрицы. 

Дополним определение 2. Ранг матрицы A  равен числу r , если в матрице  

1. существует минор 0rM ,  

2. все миноры 01 rM , 

где  riii

rjjjr MМ
....21
....21

 минор без черты порядка  r . 

     

Обозначение ранга матрицы:    rARang   

 

Ранг нулевой матрицы  равен нулю, 0ORang . Это очевидно, так как в 

нулевой матрице все элементы равны нулю и миноры без черты всех порядков 

равны нулю. 

Ранг матрицы A  порядка  nm  удовлетворяет следующему неравенству      

                              ),min(1 nmARang  . 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть rARang  . Тогда тот минор порядка r , 

который не равен нулю 0rM , называется базисным минором. Строки и 

столбцы базисного минора называются базисными строками и столбцами. 

 
Существуют два метода вычисления ранга матрицы: 

1. Метод окаймляющих миноров; 

2. Метод элементарных преобразований; 

С этими методами вы познакомитесь на практических занятиях. 

 

Для ранга произведения двух матриц выполняется несколько интересных 

соотношений. Рассмотрим ранг произведения матриц: ?АВRang . 

Ранг произведения квадратных матриц А   и B  порядка n :  

1. ARangАВRang  , если nBRang  . 

2. BRangАВRang  , если  nARang  . 



3. ARangАВRang   ( BRang ). 

4. nBRangARangАВRang  . 

Задание. Докажите эти соотношения. 

 

Теорема о свойствах базисного минора. 

ТЕОРЕМА 5. Теорема о базисном миноре.  

1) Базисные строки (и столбцы) линейно независимы.  
2) Все остальные строки (и столбцы) матрицы являются линейными 

комбинациями базисных строк (столбцов). 
 

Доказательство.  

1). Рассмотрим базисный минор (напомним, базисный минор не равен нулю). 

Предположим, что базисные строки линейно зависимы. Тогда по Теореме 4. 

одна из базисных строк  является линейной комбинацией остальных строк.  

Вычитая из этой строки ее линейную комбинацию, мы получим в базисном 

миноре нулевую строку. В результате  базисный минор станет равен нулю, а 

это противоречит определению базисного минора. Следовательно, 

предположение о том, что базисные строки линейно зависимы неверно. Таким 

образом, базисные строки линейно независимы.  

Первое утверждение теоремы доказано. 

 

2). Рассмотрим матрицу A ,  у которой  rARang  . Допустим, что базисный 

минор 0rM  расположен в левом верхнем углу матрицы 

r
rr

r

MМ ......12
......12 . Рассмотрим еще один минор 

kr

lrr MМ
.....12

.....121  . Этот 

минор 01 rМ  равен нулю при всех значениях k  и l .  Надеюсь, для 

читателя, очевидно, что 1rМ  равен нулю. Если этот факт для Вас не 

очевиден, советую перечитать определение базисного минора.  

Разложим минор 1rМ  по столбцу l : 

                 0........22111  klklllllr AaAaAaM ,                       

Очевидно 0
.....12

.....12
 r

r

r

rrkl MМA . Следовательно 

                  ........)/()/( 2211  klllklllkl AAaAAaa  ,  

или 

                    rrk aaaa   ........2211  

Таким образом,  строка ka  является линейной комбинацией базисных строк. 

Теорема доказана. 

    
               



ЛЕКЦИЯ 4 
Линейное (векторное) пространство. Примеры линейных 

пространств. Линейная зависимость. Теорема о линейной 

зависимости. Базис и размерность линейного пространства. 

Координаты вектора. Примеры базисов. 
«Часто приходится встречаться с объектами, над 

которыми производятся операции сложения и 

умножения на числа» 

 

Линейное (векторное) пространство. 
       Когда в математике говорят об объектах произвольной природы, обычно 

считают, что эти объекты имеют математическую природу. К таким 

объектам относятся: вещественные числа; векторы; матрицы; тензоры; 

спиноры; функции; полиномы; функционалы.  Подобные объекты можно 

складывать и умножать, т.е. производить над ними операции сложения и 

умножения. Например, сложение и умножение обычных вещественных 

чисел, сложение трехмерных векторов и умножение векторов на числа, 

сложение матриц и умножение  матриц на числа, сложение функций и 

умножение функций на числа и т.п. Эти операции обладают определенными 

свойствами, которые мы примем за аксиомы. Чтобы изучить эти 

математические объекты с единой точки зрения в математике вводят 

понятие линейного пространства. В дальнейшем всякую совокупность 

однородных объектов (чисел, векторов, матриц, функций) мы будем 

объединять в множество с целью  изучить их свойства.  

 

Итак, рассмотрим некоторое множество L , состоящее из элементов 

,.....,,, dcba   произвольной природы. Дадим определение линейного 

пространства. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество L  элементов ,.....,,, dcba  называется 

линейным пространством, если  в L  определены две операции:  

а) каждым двум элементам a  и b  поставлен в соответствие некоторый элемент 

с , называемый суммой элементов a  и  b  , и обозначаемый:   

baс   

б) каждому элементу a  и каждому вещественному числу   поставлен в 

соответствие некоторый элемент d  из L , называемый произведением 



элемента a  на число  , и обозначаемый:  

ad  . 

Для этих операций должны удовлетворять 8 аксиом: 

Аксиомы линейного пространства: 

1. abba   (коммутативность) 

2. )()( cbacba   (ассоциативность) 

3. Существует элемент o  такой, что для каждого a  из L  выполнено 

равенство aoa  . 

4.  Для каждого элемента a  существует элемент a , такой что 

оаa  )( .  

5. 5.  bаba   )(  

6. 6.  ааa   )(  

7. 7.  аa )()(    

8.  аa 1  

 

Элементы линейного пространства далее будем называть векторами. 

Вектор o  в аксиоме  3 называется нулевым вектором.  Вектор a  в аксиоме  

4 называется противоположным  вектору a . 

 

Если в пункте б) определения  линейного пространства мы рассматриваем 

вещественные числа R , то в этом случае L  называется вещественным 

линейным пространством. При рассмотрении комплексных чисел, Z , 

линейное пространство L  называется комплексным линейным 

пространством. 

 

Введем символическую запись операций сложения и умножения в L :  

 

 Операция сложения:         LLL  : , 

Операция умножения:      LRL  : . 

 

Символ LL  обозначает декартово произведение множества L  на 

множество L . Символ RL  обозначает декартово произведение множества 

L  на множество R ,  где R - множество вещественных чисел. 

 

Определение декартова произведения множеств: Декартовым произведением 

ВА   множества А и множества В , называется множество, которое 

состоит из пар элементов ),( bа , причем первый принадлежит первому 



множеству Аa , второй – второму множеству Вb . Порядок записи 

элементов важен, так как в общем случае ).,(),( abbа   

Линейное пространство является также группой (см. Теория групп). 

 

    Множества вещественных чисел и комплексных чисел, множество строк 

из вещественных и/или комплексных чисел, множества матриц, полиномов, 

функций и т.д. дают нам примеры линейных пространств. Рассмотрим эти 

примеры подробнее. 

Примеры линейных пространств: 

1) RL  . Множество вещественных чисел R  является вещественным 

линейным пространством с обычными операциями сложения и 

умножения вещественных чисел. Проверьте выполнимость аксиом! 

2) ZL  . Множество комплексных чисел Z  является комплексным 

линейным пространством с обычными операциями сложения и 

умножения комплексных чисел. Проверьте выполнимость аксиом! 

3) 
nRL  . Множество 

nR  известное, как n - мерное координатное 

пространство RRRRn  ....  (см. математический анализ, 

теоретическая физика) состоит из строк ,.....,,, dcba  длиной n  вида 

)....,,,( 321 nааааа  , где ia  - вещественные числа. Введем операции 

сложения строк и умножения строки на числа, подобные операциям с 

матрицами. Проверьте выполнимость аксиом! 

4) )(xРL n . Множество )(xРn  состоит из полиномов от одной 

переменной x , степень которых не выше заданного натурального числа 

n , вида  

                     
n

nn xахахааxр  ...)( 2
210  . 

Множество полиномов является вещественным линейным 

пространством. Действительно, сумма двух полиномов степени n  есть 

полином степени не выше n , произведение полинома на вещественное 

число также является полиномом. Таким образом, всякий полином 

является вектором линейного пространства )(xРn . 

5) OL  . Существует линейное пространство O , состоящее из одного 

вектора. Такое пространство называется нулевым. Это линейное 

пространство состоит из одного вектора, который оказывается нулевым 

вектором и самому себе противоположным.    

6)  baFL , . Множество  baF ,  состоит из функций ),....(),( xgхf   

от одной независимой переменной х , определенных и непрерывных на 

отрезке  ba, . Это линейное пространство называется функциональным 

пространством, при этом функции будут являться векторами этого 



пространства. Действительно, любым двум функциям )(хf  и )(xg  и 

числу   можно сопоставить их сумму и произведение в обычном смысле   

                                        )()( xgхf  , 

                                               )(хf . 

Роль нулевого вектора играет нулевая функция. Можно без труда 

проверить, что все аксиомы выполнены. 

7) )( nmАL  . Множество )( nmА   матриц порядка )( nm  является 

линейным пространством. Действительно, сумма двух матриц А  и В  

равна некоторой третьей матрице С , произведение матрицы на число есть 

также некоторая матрица D : 

                                             СВА   

                                                DА   
    

Важное замечание. Рассмотренные выше семь примеров линейных 

пространств, показывают, что понятие «вектор» является универсальным 

понятием: векторами являются числа, строки, столбцы, матрицы, 

функции, полиномы, операторы (см. ниже) и т.д.  

 

Линейная зависимость. Теорема о линейной зависимости. 
 

Рассматриваемые ниже определения тривиальной и нетривиальной системы 

векторов, линейной зависимости и теорема 6 о линейной зависимости 
полностью идентичны аналогичным утверждениям относительно строк 

(столбцов) матрицы, изложенным в Лекции 3.   

 

Пусть L  – линейное пространство. Рассмотрим  в L  конечную систему 

векторов dcba ,....,,, . Введем понятие линейной комбинации этой 

системы векторов.  

Выражение 

                                     dcba   ....                                              (1) 

называется линейной комбинацией системы векторов dcba ,....,,, , где 

коэффициенты  ,....,,,  вещественные или комплексные числа. При 

образовании линейной комбинации системы векторов (1) мы вправе выбрать 

произвольные наборы чисел. Если мы выбираем набор из нулевых чисел, то 

линейная комбинация векторов будет являться тривиальной (см. ниже), для 

ненулевых чисел – очевидно, будет нетривиальной. Третьего исхода здесь не 

дано. Итак: 

 Линейная комбинация (1) называется тривиальной, если все 

коэффициенты (числа) равны нулю: 0....   . 



 Линейная комбинация (1) называется нетривиальной, если среди  

 ,....,,,   хотя бы одно число отлично от нуля. 

Это простые утверждения или суждения, но из подобных «простых 

утверждений» строится фундамент всей линейной алгебры.   

  

Очень важные выводы можно получить, если линейную комбинацию  

приравнять нулевому вектору  

оdcba   .... . 

 

Дадим определение линейно зависимости системы векторов, которое 

является фундаментальным понятием ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Система векторов dcba ,....,,,  называется линейно 

зависимой, если линейная комбинация этих векторов, равная нулевому 

вектору  

odcba   ....                                 (2) 

является нетривиальной, т.е. среди чисел  ,....,,, хотя бы одно отлично 

от нуля.  

Система векторов, не являющаяся линейно зависимой, называется линейно 

независимой, если равенство  

odcba   ....  

возможно только при 0....   . 

Слово «система», часто опускают и говорят: векторы dcba ,....,,,  линейно 

зависимы или линейно независимы. 

 

Соотношение (2) является уравнением, в котором неизвестными величинами 

являются коэффициенты  ,....,,, . Отметим, что уравнение (2) всегда 

имеет решение. Одним из его решений является нулевое решение, когда все 

коэффициенты 0....   .  

 

Отметим два очевидных свойства. 

Свойство 1. Каждая подсистема линейно независимой системы векторов 

является  линейно независимой. 

Свойство 2. Если в систему векторов входит нулевой вектор, то она является 

линейно зависимой. 

Задание. Докажите свойство 1 и свойство 2. 

 

Следующая Теорема 6. дает критерий линейной зависимости векторов.  



ТЕОРЕМА  6. Теорема о линейной зависимости. Для того, чтобы система 

векторов dcba ,....,,,  была  линейно зависимой, необходимо и достаточно, 

чтобы один из векторов системы являлся линейной комбинацией остальных. 

Доказательство. Необходимость.  

Пусть система векторов dcba ,....,,,  линейно зависима. Тогда нулевая 

линейная комбинация этих векторов 

odcba   ....  

является нетривиальной, т.е. среди коэффициентов есть отличные от нуля. 

Пусть  0 . При делении на 0  мы получаем 

dcba











 .... . 

Следовательно, вектор a  является линейной комбинацией остальных векторов 

системы. 

Необходимость доказана. 

Достаточность.  Теперь предположим, что вектор a  является линейной 

комбинацией остальных векторов системы 

dcba   .... . 

Перенесем вектор  a  в правую часть уравнения 

dcbao   ....)1(  

В результате мы получим нетривиальную линейную комбинацию, так как 

коэффициент при векторе a  равен 1 . Следовательно, система векторов 

является линейно зависимой. 

Достаточность доказана. 

 

Базис и размерность линейного пространства. Координаты 

вектора. 

 
       При рассмотрении  линейного пространства возникает вопрос о 

существовании максимальной линейно независимой системы векторов. Из 

геометрии мы знаем, что на плоскости существует не более 2 –х линейно 

независимых векторов, причем любые три вектора линейно зависимы. В 3-х 

мерном пространстве существует не более 3-х линейно независимых 

векторов, причем любые 4-е вектора линейно зависимы  и т.д. Говоря о 

максимальной линейно независимой системе векторов, мы можем 

предполагать, что она либо конечна, либо бесконечна.    

  

       Предположим, что в линейном пространстве L  существует  

максимальная линейно независимая система векторов.  Важно то, что она 

всегда существует. Эта система имеет особое значение и с ней связаны 

следующие понятия:                                                 



 базис линейного пространства; 

 размерность линейного пространства;  

 координаты вектора; 
Эти понятия играют важнейшую роль в линейной алгебре. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ.  Линейное пространство L  называется n  - мерным, если в 

нем существует n  линейно независимых векторов и нет большего числа 

линейно независимых векторов.  

Число n  называется размерностью линейного пространства. 

 

Для  размерности пространства используется символическая запись:  

 nL dim ,   ( dim  dimension = размерность). 

 Если в пространстве L  можно найти любое число линейно независимых 

векторов, то  L  называется бесконечномерным. Бесконечномерные лилейные 

пространства составляют предмет специального изучения. В курсе линейной 

алгебры, мы будем рассматривать в основном конечномерные пространства.     

     

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Совокупность n  линейно независимых векторов 

nееее ,....,,, 321  n - мерного пространства L  называется базисом в  L , 

причем каждый вектор La  является линейной комбинацией этой системы 

векторов 

nnеаеаеаеаа  ....332211 . 

 

 

Итак, всякая система линейно независимых векторов nееее ,....,,, 321  - 

образует базис линейного пространства L . Обозначение базиса  

                                  
n

ie
1

 nееее ,....,,, 321 . 

Каждый вектор iе  базиса имеет свой номер. Следовательно, мы упорядочили 

векторы базиса. Это будет весьма полезно для дальнейшего.  По этому случаю 

приведем известное высказывание:  

                   «Форма   существенна.   Сущность   оформлена». 

 
Согласно ОПРЕДЕЛЕНИЯ базиса любой вектор линейного пространства, 

например, вектор a , является некоторой линейной комбинацией базисных 

векторов iе : 

nnеаеаеаеаа  ....332211                    (2) 

Это выражение можно записать в компактной форме 

nn

n

i
ii еаеаеаеаeaа  


....332211

1
                     (3) 



Числа nаааа ,....,,, 321  называются координатами вектора a  в  базисе 

 n
ie

1
. Таким образом, мы приходим к следующему определению: 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ.  При разложении вектора a  по базису nееее ,....,,, 321  

nnеаеаеаеаа  ....332211  

числа nаааа ,....,,, 321    называются координатами вектора a .  

 

Координаты вектора можно записать в виде строки либо в виде столбца:   

),....,,,( 321 nааааа  , 

























nа

а

а

а

.

.

2

1

. 

Эти записи равноправны, так как при транспонировании строки получается 

столбец и, наоборот, при транспонировании столбца получается строка.  

 

Найдем в каждом из рассмотренных выше примеров линейных 

пространств размерность и укажем базис. 

1) RL  . Множество вещественных чисел R .   

Размерность этого пространства равна единице 1dim R . Базис 

состоит из одного вектора (в данном случае вещественного числа).  В 

качестве базисного вектора можно выбрать единицу: 11 е  

2) ZL  .  Множество комплексных чисел Z .  

Размерность этого пространства 2dim Z . Базис состоит из двух 

векторов.  В качестве базисных векторов можно выбрать вещественное 

число 1 и мнимую единицу  i :  

11 е  

iе 2  

3) 
nRL  . Множество строк ,.....,,, dcba  длиной n  вида 

)....,,,( 321 nааааа  , где ia  - вещественные числа. Это пространство 

известно, как n - мерное координатное пространство. Размерность этого 



пространства  nRn dim . Базис состоит из n  векторов.  В качестве 

базиса можно выбрать следующие строки:  

)0,....,0,0,1(1 е  

)0,....,0,1,0(2 е  

)0,....,1,0,0(3 е  

…………………….. 

)1,....,0,0,0(nе  

Задача. Показать, что векторы  

)0,....,0,0,1(1 е  

)0,....,0,1,0(2 е  

)0,....,1,0,0(3 е  

…………………….. 

)1,....,0,0,0(nе  

линейно независимы, и образуют базис линейного пространства 
nRL  . 

 

4) )(xРL n . Множество )(xРn  всех полиномов, степень которых не 

выше заданного  натурального числа n       

              
n

nn xахахааxр  ...)( 2

210 .                                   

Размерность этого пространства 1)(dim  nxPn . Базис состоит из 

1n  векторов.  В качестве базисных векторов можно выбрать степени 

переменной x : 

10 е  

xе 1  

2

2 xе   

3

3 xе   

…………………….. 
n

n xе   

                                          

5)  baFL , . Множество  baF ,  всех функций ),....(),( xgхf    

одной независимой переменной х , определенных и непрерывных на 

отрезке  ba, .  Размерность этого пространства   baF ,dim . 

Базис состоит из бесконечного (счетного) количества векторов.  В качестве 



базисных векторов можно выбрать степени переменной x  от нулевой 

степени до сколь угодно большой: 

10 е  

xе 1  

2

2 xе   

3

3 xе   

……….. 
n

n xе   

………. 

  

6) )( nmАL  . Множество )( nmА   матриц порядка )( nm .  

Размерность этого пространства nmnmА  )(dim .  

Рассмотрим линейное пространство )22( А квадратных матриц 22 . 

Его размерность 4)22(dim А . В качестве четырех базисных векторов 

можно выбрать базис Вейля, состоящий из следующих матриц: 
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ЛЕКЦИЯ 5 
Теорема 7. о координатах вектора. Подпространство и линейная 

оболочка. Операции над линейными пространствами. 

Изоморфизм линейных пространств. 
               «Черепаху догонит только тот Ахилл,     

                 который ее уже догнал» 

 

ТЕОРЕМА 7. В данном базисе координаты вектора определены 

однозначно. 

Доказательство.  Доказательство выполним «от обратного». 

Предположим, что в базисе nееее ,....,,, 321   вектор a  обладает двумя 

наборами координат: Пусть первый набор координат )....,,,( 321 nаааа , а 

второй – )....,,,( **

3

*

2

*

1 nаааа .  Следовательно, имеем два разложения                

                            nnеаеаеаеаа  ....332211               (а) 

                           nnеаеаеаеаа   ....332211          (б) 

Вычтем (б) из (а) 

oеааеааеаааа nnn   )(....)()( 222111 . 

Так как базис nееее ,....,,, 321  это линейно-независимая система  векторов, 

то их нулевая линейная комбинация тривиальна, т.е. 

                       0)(.....)()( 2211  
nn аааааа  

Следовательно, 
 ii аа  ,  ni ....,,2,1  и координаты совпадают. 

Теорема доказана.  

 

Подпространство и линейная оболочка.   

Рассмотрим в линейном пространстве L  некоторое его подмножество 1L ,  

LL 1 . Поставим вопрос. При каких условиях подмножество 1L  образует 

линейное пространство?  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Подмножество LL 1  является линейным 

подпространством в пространстве L , если выполнены два условия: 

1. 11 LbaLbиа  ; 

2. 11 LaRиLа   ; 

 

  



Выполнение этих двух условий означает, что 1L  будет линейным 

пространством, если при сложении векторов из 1L  (1-ое условие) и 

умножении вектора на число (2-ое условие) получаются векторы, которые 

принадлежат 1L .  

  

Рассмотрим в линейном пространстве L  систему векторов dba ,......,, . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейной оболочкой системы векторов Ldba ,......,,  

называется множество, состоящее из всевозможных линейных комбинаций 

этих векторов:    

                                       dba   ....   

 

Обозначим линейную оболочку символом ),......,,( dbaL :  

                     ),......,,( dbaL =  dbа  ....   

 

Задача. Докажите, что всякая линейная оболочка  ),......,,( dbaL   является 

подпространством в L . 

 

Рассмотрим вопрос о размерности линейной оболочки. Размерность 

линейной оболочки ),......,,(dim dbaL  равна рангу матрицы A , строки 

которой составлены из координат векторов данной системы векторов 

dba ,......,, : 

                      ),......,,(dim dbaL ARang . 

 

Пример. Рассмотрим систему из 5-ти  векторов: )7,1,5,3(1 a , 

)5,3,3,1(2 a , )1,5,2,3(3 a , )4,0,3,2(4 a , )1,7,4,5(5 a . 

Найдем размерность линейной оболочки системы векторов .,,,, 54321 ааааa  

Для этого рассмотрим матрицу, составленную из координат данных векторов, и 

найдем ее ранг: 
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Базисным минором матрицы А является, например, минор 
125

234M , в который 

входят первая, вторая и пятая строки. Это означает, что векторы .,, 521 ааa  

образуют линейно-независимую систему векторов. Следовательно,   

),,,,(dim 54321 ааааaL 3ARang .  

Ответ: размерность равна 3. При этом векторы 521 ,, ааa  образуют базис 

этой линейной оболочки.   

 

Операции над линейными пространствами. 
 

Рассмотрим два линейных пространства 1L  и 2L . Объединение 21 LL   и 

пересечение 21 LL   этих пространств, очевидно, являются линейными 

пространствами.  Поставим вопрос о том, чему равна размерность 

объединения  21dim LL  ?  

       Из комбинаторики известна формула нахождения числа элементов при 

объединении конечных множеств. Пусть A и B  конечные множества.  

Введем обозначение: )(An - число элементов в множестве A ;  )(Bn  - 

число элементов в множестве B . Тогда, число элементов в объединении этих 

множеств 

                           )()()()( BAnBnAnBAn   . 

      Эта формула аналогична формуле подсчета размерности объединения двух 

линейных пространств  21 LL  .  

ТЕОРЕМА 8.  Пусть 1L  и 2L  линейные пространства. Тогда  

212121 dimdimdimdim LLLLLL    

Доказательство.    

Выберем в пересечении 21 LL   базис, состоящий из векторов 

kееее ,....,,, 321 , следовательно kLL 21dim  . Тогда в линейных 

пространствах 1L  и 2L  можно выбрать следующие базисы: 

пусть lk gggееее ,....,,,,....,,, 21321  - базис в 1L ,  lkL 1dim , 

         mk fffееее ,....,,,,....,,, 21321  - базис в 2L ,  mkL 2dim . 

Тогда, система векторов  

                      lk gggееее ,....,,,,....,,, 21321 , mfff ,....,, 21   

является линейно независимой системой векторов и поэтому образует базис в 

21 LL  . Следовательно 



kmklkmlkLL  )()(dim 21   

212121 dimdimdimdim LLLLLL    

Теорема доказана. 

   

Кроме операции объединения линейных пространств 

21 LL  рассматривают, также операцию прямой суммы линейных 

пространств: 

                                                21 LL  . 

Знак      обозначает прямую сумму пространств.  Как правило, пространства 

1L  и 2L   являются подпространствами некоторого линейного пространства 

L . Вопрос. Какой смысл несет в себе операция прямой суммы? Смысл этой 

операции раскрывает следующее ОПРЕДЕЛЕНИЕ и ТЕОРЕМА 9. 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейное пространство L  является прямой суммой 

линейных пространств  1L  и 2L , если каждый вектор Lx можно 

представить единственным образом в виде  

                         zyx  ,    причем 1Ly , 2Lz ,  

и         

                          21 dimdimdim LLL   

Используя определение прямой суммы линейных пространств,  поставим 

задачу о разложении линейного пространства L  в прямую сумму его 

подпространств  1L  и  2L .  Решение этой задачи в следующей теореме. 

 

ТЕОРЕМА 9.  Для того чтобы L  являлось прямой суммой  его подпространств  

1L  и 2L , 21 LLL   достаточно, чтобы, их пересечение было пустым 

множеством,  21 LL   . 

Доказательство. 

Пусть nееее ,....,,, 321  - базис подпространства  1L ,  

а mffff ,....,,, 321  - базис подпространства 2L .  

Докажем, что система векторов nееее ,....,,, 321 , mffff ,....,,, 321   

образует базис пространства L . Для этого достаточно доказать линейную 

независимость этой системы векторов. Рассмотрим нулевую линейную 

комбинацию этой системы 

         nnеее  ....2211 offf mm   ....2211 . 

Выполним преобразование 



         nnеее  ....2211 mm fff   ....2211 . 

Слева вектор, принадлежащий 1L , справа вектор, принадлежащий 2L , причем  

пересечение  21 LL  .  Следовательно, пересечение содержит только 

нулевой вектор, т.е. 

                       oеее nn   ....2211  

                      offf mm   ....2211  

а это, в силу линейной независимости этих систем, означает, что  все 

коэффициенты 0i  и 0i . В результате система векторов 

nееее ,....,,, 321 , mffff ,....,,, 321  линейно независима. Следовательно, 

для каждого вектора Lx выполняется разложение 

      nnеxеxеxx ....2211 mmnnn fxfxfx   ....2211 ,  

причем zyx  , где 

12211 .... Lеxеxеxy nn   

22211 .... Lfxfxfxz mmnnn    

Полученное разложение вектора  x  на сумму векторов y  и  z  т.е. zyx   

единственно.  

 

Изоморфизм линейных пространств. 
 

Тезис: линейные пространства одинаковой размерности неотличимы. 

Обоснование тезиса. Вопрос. Чем, собственно, одно линейное пространство 

отличается от другого?  

Ответ. Если линейные пространства имеет одинаковую размерность, то они 

неотличимы. Два пространства отличаются между собой, если имеют различные 

размерности.   

Ответ очевиден, если вспомнить определение линейного пространства и 

поставить задачу об установлении взаимно-однозначного соответствия 

между элементами двух множеств. 

 

Пример. Рассмотрим линейные пространства  
4

1 RL  и )22(2  AL .  

1. Линейное пространство 
4

1 RL  - множество, векторов вида 

4

443322114321 ),,,( Rеxexеxеxxxxxx  ,  

 где базисные векторы )0,0,0,1(1 е , )0,0,1,0(1 е , )0,1,0,0(1 е , 

)1,0,0,0(1 е . 



2. Линейное пространство )22(2  AL  -  множество матриц порядка 

2х2 вида 

  











43

21

xx

xx
A 44332211 еxexеxеx   

где базисные векторы  
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представляют собой базис Вейля. 

В этих примерах конкретный вид базисных векторов не существен и линейные 

пространства неотличимы, поскольку размерности одинаковы. Поэтому ответ 

очевиден. 

 

Сформулируем определение.  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейные пространства 1L  и 2L , называются 

изоморфными, если между векторами этих пространств можно установить 

взаимно-однозначное соответствие, при котором выполняются следующие 

два условия: 

пусть векторы 1, Lyx    соответствуют векторам 2, Lyx  , т.е. 

                                             xx  и yy  , и выполняются условия 

1. yxyx  , 

2. xx  . 

Здесь знак  обозначает взаимно-однозначное соответствие векторов. 

 

Дадим эквивалентное определение. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Изоморфизмом линейных пространств 1L  и 2L  

называется линейное отображение пространства 1L  в пространство 2L , 

причем это взаимно-однозначное отображение. 

 

  Пусть    - отображение, то есть   21: LL  .  Это означает, что  

                                )(xx   и )(yy   

Тогда    

 yxyxyx  )()()(  , 



 xxx   )()(  

 

ТЕОРЕМА 10. Теорема об изоморфизме. Линейные пространства одинаковой 

размерности являются изоморфными. 

Доказательство. 

Рассмотрим два линейных пространства  1L  и  2L , одинаковой размерности 

 

                                          nLL  21 dimdim  

и пусть nееее ,....,,, 321  - базис в  1L  

                    nffff ,....,,, 321  - базис в 2L  

Рассмотрим в  1L  некоторый вектор nnеxеxеxx  ....2211  

В  2L   рассмотрим  вектор nn fxfxfxx  ....2211 , у которого 

такие же координаты, что и у вектора x  (такой выбор всегда можно сделать) 

и установим между этими векторами соответствие 

                                                     xx  . 

В силу Теоремы 7. о единственности разложения вектора по базису 

соответствие xx  , установленное между векторами x  и x, является  

взаимно-однозначным. Следовательно, линейные пространства  1L  и  2L  

изоморфны. 

Теорема доказана. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ЛЕКЦИЯ 6 
Преобразование вектора при преобразовании базиса. Системы 

линейных уравнений. Теорема Кронекера-Капелли. Формула 

Крамера. Фундаментальная система решений. 
 

«…мышление строится таким образом, что даже 

если начала кажутся неверными, то следствия и 

выводы, полученные на основе этих начал будут 

всегда истинными» 

 Р.Декарт, «Начала философии» 

  

Преобразование вектора при преобразовании базиса 

Рассмотрим мерноеn   линейное пространство L . Выберем в L  два 

базиса: 

               базис nееее ,....,,, 321 , назовем старым базисом в L ; 

               базис nffff ,....,,, 321 , -  новый базис в L ; 

Выполним разложение  векторов старого базиса iе  по векторам if  нового 

базиса 

nn fufufufue 13312211111 ....  

nn fufufufue 23322221122 ....                                  (1) 

………………………………………………………. 

nnnnnnn fufufufue  ....332211  

 

Запишем эти равенства в матричной  форме:   
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Соотношения (1) и (1а)  определяют матрицу )( ijuU  , которая называется 

матрицей преобразования базисов, или матрицей перехода от старого 

базиса  nееее ,....,,, 321  к новому базису nffff ,....,,, 321 .  

     Так как системы векторов nееее ,....,,, 321  и nffff ,....,,, 321  

линейно независимы, то столбцы матрицы )( ijuU  также линейно 

независимы и nURang  . Так как 0det U , то существует обратная 

матрица 
1U . 

 

Рассмотрим некоторый вектор х  и разложим его по старому и новому 

базисам: 

               



n

i
iinn exеxеxеxx

1
2211 ....                           (2) 

              


 
n

i
iinn fxfxfxfxx

1
2211 ....                     (2а) 

где ix  - координаты вектора х  в старом базисе, 

ix  - координаты вектора х  в 

новом базисе. Выполним преобразование, а именно, подставим (1а) в (2а) 
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Отсюда следует  


 
n

i
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n

i
jiij xuuxx

11

,  или xUx 
, или  

nnxuxuxux 12121111 ....
 

nnxuxuxux 12221212 ....
 

………………………………………… 

nnnnnn xuxuxux  ....2211  

В итоге   











 xUx

fUe T

                                                                             (3) 

-  это формулы преобразования базисов и координат. 



Замечание. Обратите внимание, что в формуле (3) матрица )( ijuU  стоит 

левее вектора х . Поэтому вектор надо записать в виде столбца (если матрица 

)( ijuU  стоит правее вектора, то в виде строки).  

      На этом мы заканчиваем рассмотрение линейного пространства и 

переходим к рассмотрению систем линейных уравнений. 

 

Системы линейных уравнений 

Рассмотрим систему m  - уравнений, содержащую n - неизвестных ix  
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Введем основную матрицу A  и расширенную матрицу B , 
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а также, столбец неизвестных х  и столбец b  правой части уравнения  
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Тогда матричный вид записи системы линейных уравнений:   

                                                 bхA  . 

Систему уравнений можно, также, записать в виде линейной комбинации 

столбцов матрицы A , равной столбцу b  

                             bаxаxаx nn  ....2211 . 



 

Классификация систем линейных уравнений: 

     bхA   - неоднородная система уравнений,  если 0b . 

     0хA  - однородная система уравнений, при 0b . 

Классификация решений: 

 Система уравнений называется совместной, если имеет решение. 

 Система уравнений несовместна, если не имеет решений. 

 

ТЕОРЕМА 11. Теорема Кронекера-Капелли.  

Для того, чтобы система уравнений bхA   была совместной необходимо 

и достаточно, чтобы ранги основной и расширенной матриц совпадали:  

BRangARang   . 

Доказательство. 

Необходимость. Пусть система bхA   совместна и имеет решения 

ii сх   
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Рассмотрим столбцы матрицы A  и пусть rARang  . По теореме о 

базисном миноре базисные столбцы линейно независимы, а все остальные 

столбцы матрицы A  являются линейными комбинациями ее r  базисных 

столбцов.  Так как система уравнений совместна, то столбец b , очевидно, 

является линейной комбинацией столбцов матрицы A  (и ее базисных 

столбцов): 

                          nnасасас ....2211 b , 

где iа  - столбцы матрицы A .  Следовательно, BRangARang  . 

Достаточность.  Пусть ранги основной и расширенной матриц совпадают:    

                                       rBRangARang  .  

Докажем, что тогда система уравнений будет совместной. Так как ранги A  и 

B совпадают, то очевидно, что r  базисных столбцов матрицы A  будут 

являться базисными и для матрицы B . Следовательно, столбец  b  не входит в 

число базисных столбцов и, согласно теореме о базисном миноре, будет 



некоторой линейной комбинацией базисных столбцов матрицы A . Это 

означает, что существуют некоторые числа iс , такие что  

                        nnасасасb  ....2211 . 

В результате мы получили систему уравнений хAb  , в котором набор чисел 

ii сx   является решением этой системы уравнений. 

Теорема доказана. 

 

Формула Крамера. 
Рассмотрим квадратную систему n  - уравнений с n - неизвестными:  

                                            bхA   

 Пусть 0det A . Тогда nBRangARang   и система уравнений 

совместна. Кроме того, у матрицы A  существует обратная матрица. Решим 

матричное уравнение bхA   :       bAхAA 11   ,  получим  

                                            bAх 1 . 

Это и есть формула Крамера в матричном виде. Формулу Крамера часто 

записывают в следующем виде 






det

det i
iх ,     где Adet ,  )(det bAi   - определитель матрицы 

A , в которой столбец ia заменен на столбец b . 

 

Фундаментальная система решений.  

Рассмотрим однородную систему уравнений:  охA  . На основании выше 

сказанного сделаем три утверждения: 

1. Однородная система уравнений всегда совместна, т.к. 

BRangARang   и столбец 0b .  

2. У однородной системы уравнений всегда существует нулевое решение 

ох  , т.к. ооA  . Нулевое решение называется тривиальным 

решением.  

3. Основная задача – найти условия, при которых однородная система 

уравнений будет иметь нетривиальное решение (ненулевое решение). 

  

Задание. Рассмотрите и обоснуйте эти утверждения. 

 

Важное замечание. Столбец х , составленный из неизвестных iх  
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мы вправе рассматривать, как вектор n -мерного линейного пространства. В 

этом случае систему уравнений охA   можно интерпретировать следующим 

образом: матрица A  преобразует вектор х  в нулевой вектор о . 

 

     Докажем теорему существования нетривиального решения однородной 

системы уравнений охA  .   

     ТЕОРЕМА 12. Однородная система m  - уравнений с n  - неизвестными 

имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда  ранг матрицы  

меньше n , nARang  . 

Доказательство. Рассмотрим однородную систему уравнений 
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Запишем систему уравнений в виде линейной комбинации столбцов ia  

матрицы  A :           

                                   оахахах nn  ....2211                              (1) 

Пусть nrARang  . Тогда, в силу теоремы о базисном миноре из n  

столбцов матрицы, только r  столбцов будут базисными, а остальные – 

комбинацией базисных. Следовательно, столбцы будут линейно зависимы, а 

нулевая линейная комбинация (1)  будет нетривиальной и среди чисел iх  

найдутся ненулевые. В результате мы получили условие существования 

нетривиального решения и доказали теорему.  

Теорема доказана. 

 

Сформулируем два важнейших следствия Теоремы 12. 



Следствие 1. Квадратная система из n однородных уравнений охA   

имеет нетривиальное решение при  условии, что ,0det A  Это условие 

эквивалентно условию nARang  . 

Следствие 2. Квадратная система из n однородных уравнений охA   

имеет только тривиальное решение, если .0det A  

 

Найдем нетривиальное решение однородной системы уравнений         

                                                    охA  . 

Рассмотрим однородную систему m  - уравнений с n  - неизвестными. Число 

неизвестных в системе уравнений  n  т.е. равно числу столбцов матрицы A . 

Пусть rARang  , причем r  меньше n  и система уравнений, согласно 

Теореме 12, имеет нетривиальное решение. Столбцы матрицы линейно 

зависимы.  Пусть базисный минор матрицы A  расположен в правом верхнем 

углу, т.е. первые r  столбцов являются базисными. 

                    оахaxахах nnrr  ......2211  

По теореме о линейной зависимости, один из столбцов линейно выражается 

через остальные, а значит и через базисные столбцы (см. теорему о базисном 

миноре). Преобразуем систему уравнений, оставив в левой части уравнения 

базисные столбцы и перенеся остальные на право:  

 

nnrrrr ахaxaxахах   ...... 112211  

 

Систему уравнений запишем в матричном виде  хA b , где матрица A  

является квадратной порядка  r , причем 0det A . Будем считать 

неизвестные nr xx ,....1  произвольными переменными. Далее используя 

формулу Крамера, получим решение: 
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где nr xx ,....1  - произвольные. 

Выберем следующие наборы значений nr xx ,....1  



         















)1,.....,0,0,0(

...................

)0.....,,0,1,0(

)0,.....,0,0,1(

),...,,( 21 nrr хxх  ,  rn  комбинаций.  

 

Примечание.  Такой выбор произвольных, нули и единицы, является 

простейшим из возможных. 

 

В результате мы получим rn  частных решений   

)(),....,2(),1( rnxxx  , которые запишем в виде строк 
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Эти частные решения системы уравнений представляют собой линейно 

независимую систему векторов линейного пространства.  

 

Мы можем теперь сформулировать следующие важные определения.  

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Полная система частных линейно независимых решений 

)(),....,2(),1( rnxxx   называется фундаментальной системой решений 

соответствующей однородной системы уравнений. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Общим решением однородной системы уравнений 
называется всякая линейная комбинация векторов фундаментальной 

системы решений 

                   )(....)2()1( 21 rnxсxсxсx rn

ор    

Общее решение 
орx записано в виде линейной оболочки частных линейно 

независимых решений, или векторов.   

 

Так как частные решения - )(),....,2(),1( rnxxx   линейно независимы, 

то они образуют базис пространства решений. В результате решение 

однородной системы уравнений  проводит нас к понятию пространства 

решений однородной системы уравнений.  

 



Пояснение.  Мы рассмотрели однородную систему m  - уравнений с n  - 

неизвестными охA  .  Столбец x , составленный из неизвестных ix , мы 

интерпретируем, как вектор некоторого n - мерного линейного пространства. 

В правой части уравнения находится нулевой столбец, составленный из m  

нулей.  
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Свойства решений неоднородной системы уравнений 

 
Рассмотрим неоднородную и однородную системы уравнений, задаваемые 

одной и той же матрицей A : 

                     









системаоднороднаяoAx

системааянеоднороднbAx
  

 

Свойство 1. Сумма любого частного решения 
н

рчx ..  неоднородной системы 

уравнений и общего решения 
о

роx .. однородной системы является общим 

решением  
н

роx .. неоднородной системы уравнений: 

                                             
о

ро
н

рч
н

ро ххx ......  . 

Очевидно: oAхо
ро .. ,  bAхн

рч .. , bAхн
рo ..  

Свойство 2. Разность любых двух частных решений 
н

рчx 1..  и 
н

рчx 2..  

неоднородной системы уравнений является некоторым решением 

.. роx однородной системы уравнений: 

                               
о

ро
н

рчро ххx 2..1....  . 

Очевидно: bAхн
рч 1.. ,  bAхн

рч 2.. ,  oAх ро .. . 

Задание. Проверьте выполнимость этих свойств с помощью подстановки в 

уравнения. 



ЛЕКЦИЯ 7 
Скалярное произведение и евклидово пространство. Примеры 

задания скалярного произведения. Неравенство Коши-

Буняковского. Нормированное пространство. Ортогональность. 

Ортогональный базис и его свойства. Матрица Грама. 
 

«…поле наблюдения предметов, явлений, событий 

однородно и непрерывно в том смысле, что я могу 

переносить себя в любую точку в качестве носителя 

наблюдаемых событий и явлений – в этом суть 

классического идеала рациональности» 

М.К.Мамардашвили  
 

Скалярное произведение и евклидово пространство. 
 

Линейное пространство мы определили как множество, в котором заданы две 

операции: 

- сложение векторов; 

- умножение вектора на число.  

Однако в геометрии и алгебре вводятся такие понятия как: 

- длина вектора; 

- угол между векторами; 

- скалярное произведение; 

- и др. 

Из этих понятий основным выбирают скалярное произведение, см. ниже 

Замечание 2.   

Замечание 1.  
       Понятия, утверждения и теоремы геометрии и линейной алгебры удобно 

иллюстрировать чертежами и рисунками. Однако, в алгебре это опасно и не 

всегда возможно, так как связано:  

а) c  малой размерностью (3- мерностью) пространства, в котором мы живем; 

б) c необходимостью рассматривать комплексные числа; 

в) c евклидовой структурой физического пространства (квантовая физика). 

      Кроме того, чертежи и рисунки несут принудительную информацию о 

метрических свойствах пространства – о длине, углах и т.п. 

 

Замечание 2.  
      В геометрии на плоскости и в пространстве важную роль играют 

метрические понятия, связанные с измерением, такие как длина вектора и 

угол между векторами. Длина вектора не является линейной функцией от 

координат вектора, угол между двумя векторами не является линейной 

функцией от одного из векторов при фиксированном втором.  

     Несмотря на это, из длин двух векторов и угла между ними при помощи 

действий, далеких от линейности, можно построить скалярное произведение: 



                                       Cosbaba ),( , 

причем скалярное произведение будет является билинейной функцией от 

векторов, т.е. линейной по вектору a  при фиксированном b  и линейной по 

вектору b  при фиксированном  a : 

                         332211),( babababa  . 

     Тем самым скалярное произведение векторов с точки зрения алгебры 

«проще» длины вектора и угла между векторами. В свою очередь, эти величины 

весьма просто выражаются через скалярное произведение.  

 

     Эти замечания дают нам основания выбрать скалярное произведение за 

основное понятие линейной алгебры и построить теорию многомерных 

линейных пространств. 

  

Дадим определение. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. В линейном пространстве L  задано скалярное 

произведение, если каждой паре векторов a  и Lb  поставлено в 

соответствие некоторое число, обозначаемое ),( ba  и удовлетворяющее  

следующим четырем аксиомам: 

для вещественного линейного 

пространства – вещественное число 

RLLba :),(  

для комплексного линейного 

пространства - комплексное число 

ZLLba :),(  

                 а к с и о м ы :                                     а к с и о м ы :  

 

1. ),(),( abba   

2. ),(),(),( bcbabca   

3. ),(),( baba    

 

 

4. 0),( aa  

Причем 0),( aa  при oa   

 

 

1. ),(),( abba   

2. ),(),(),( bcbabca   

3. ),(),( baba    

),(),( baba    

4. 0),( aa  

Причем 0),( aa  при oa   

 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейное пространство, в котором задано скалярное 

произведение, называется евклидовым пространством, вещественным и/или 

комплексным.  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Комплексное евклидово пространство называется, также, 

унитарным пространством. 

 



 

Примеры задания скалярного произведения. 

1 
3RL  ,  3 - мерное вещественное евклидово пространство. 

Рассмотрим два вектора  ),,( 321 aaaa   и ),,( 321 bbbb  . 

Определим правило задания скалярного произведения следующей формулой 





3

1
332211),(

i
ii bababababa  

Легко проверить, что все 4 аксиомы выполняются. 

2 
nRL   ,  n мерное вещественное евклидово пространство. 

А)  Простейший случай в  
nRL  . Рассмотрим два вектора  a  и  b  





n
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iin eааааа

1
21 ),....,,(   и  




n
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iin eаbbbb

1
21 ),....,,( . 

Определим скалярное произведение следующей формулой 





n
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jiij

n

i
iinn babababababa

1,1
2211),(   

Б) Общий вид скалярного произведения в 
nRL   

         



n

ji
jiijnnnn bagbagbagbagba

1,
21121111 ...),( , 

где  ijg  -  числовые коэффициенты, из которых можно составить матрицу  

)( ijgG   
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21

22221

11211

.  

 Матрица )( ijgG   называется метрическим тензором. Матрица G   

должна удовлетворять первой и четвертой аксиомам:  

Первая аксиома. Согласно первой аксиоме ),(),( abba  , то имеем 

следующие соотношения: 

                                     



n

ji
jiij bagba

1,

),( ,    



                     



n

ji
jiij abgab

1,

),( 


n

ji
ijji abg

1,

,     ( ji  ) 

Следовательно, jiij gg  , т.е. 
TGG  - матрица симметричная. 

Четвертая аксиома. Согласно четвертой аксиоме 0),( aa , тогда 

                       0),(
1,

 


n

ji
jiij aagaa  

Следовательно, матрица G должна определять положительно-определенную 

квадратичную форму (квадратичные формы мы изучим позднее).  

  

3. 
nZL  , n мерное комплексное евклидово пространство (или 

унитарное пространство). nZ n 2dim  . 

Рассмотрим два вектора 
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n
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1
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Координаты этих векторов комплексные числа. Общий вид задания скалярного 

произведения 

 



n

ji
jiijnnnn bagbagbagbagba

1,
21121111 ...),(  

Черта над координатами ib вектора b  означает комплексное сопряжение. 

Матрица G , задающая скалярное произведение, должна удовлетворять двум 

условиям (первой и четвертой аксиомам унитарного пространства):  

- Первая аксиома. Согласно первой аксиоме ),(),( abba  , имеем 

следующие соотношения 





n

ji
jiij bagba

1,

),( , 





n

ji
jiij abgab
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n

ji
ijji abg

1,

,     ( ji  ) 
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ji
jiij abgabgabgab

1,1,1,

),(  

Следовательно, jiij gg  , т.е. 
TGG  - матрица эрмитова. 

- Вторая аксиома. Так как, согласно четвертой аксиоме 0),( aa , то  



                      0),(
1,

 


n

ji
jiij aagaa  

Следовательно, матрица G должна определять положительно-определенную 

полуторалинейную форму.  

  

4  baFL , , где  baF ,   множество функций, определенных на отрезке 

 ba, ,   baF ,dim , т.е. пространство бесконечномерное.  Рассмотрим 

две функции )(xf   и  )(x ,  bax , . Определим скалярное произведение 

функций )(xf   и  )(x , используя определенный интеграл 

                                      
b

a

xdxxff )()(),(  .  

Это простейший случай задания скалярного произведения в  baF , . 

В общем случае скалярное произведение имеет следующий вид: 


b

a

xdxxfxf )()()(),(  , 

где функция )(x  положительна на отрезке  ba,  и называется функцией 

распределения, или весовой функцией. Все аксиомы выполнены. Проверьте! 

Неравенство Коши –Буняковского :  ),(),(),( 2 bbaaba  . 

Докажем неравенство для случая вещественного линейного пространства. 

Рассмотрим векторы a  и b , а также их линейную комбинацию ba  , 

R . Имеем  

0),(),(2),(),( 2  bbbaaababa   

Это неравенство принимает неотрицательные значения при любом  . 

Следовательно, дискриминант не может быть положительным: 

0),(),(),( 2  bbaabaD .   Что и требовалось доказать.  

 

Следствие. Из неравенства Коши – Буняковского следует неравенство 

                                              1
),)(,(

),( 2


bbaa

ba
.    

Извлечем из этого выражения квадратный корень и получим                                          



               1
),(

1 
ba

ba
  ,   где ),( aaa   - длина вектора a . 

Введем  
ba

ba
Сos

),(
)(  ,  где   угол между векторами. Это всегда 

возможно, так как выполняется очевидное условие. 

                                     1)(1  Cos . 

В результате, мы получим хорошо известную из школьного курса геометрии и 

физики формулу для скалярного произведения:  

                                  )(),( Cosbaba   

     

     Понятие длины вектора хорошо известно из геометрии. Оно ведет к 

следующему, очень важному понятию нормированного пространства.   

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейное пространство, в котором введена длина или норма 

вектора a , называется нормированным пространством, если выполнены 

три условия на норму вектора: 

1. аa    

2. bаba    - неравенство треугольника. 

3. 0a  

 

Примечание: Понятия норма вектора и  длина вектора – одно  и то же.         

     Любое евклидово пространство всегда является нормированным 

пространством, так как норму вектора всегда можно определить, используя 

скалярное произведение:          

                                               ),( aaa  . 

Все три условия, входящие в ОПРЕДЕЛЕНИЕ нормированного пространства 

(на норму вектора), выполняются.   

                         

Задача. Докажите неравенство треугольника, используя неравенство Коши-

Буняковского.  

 

Ортогональность. Ортогональный базис и его свойства. Матрица 

Грама. 
 

Познакомимся с условием ортогональности двух ненулевых векторов. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Векторы a  и b  называются ортогональными, если их 

скалярное произведение равно нулю,  



                                                0),( ba  . 

 

Из формулы 0)(),(  Cosbaba  следует, что в случае 

ортогональности векторов угол 
2


  . Таким образом, условие 

ортогональности двух векторов эквивалентно условию перпендикулярности 

этих векторов ba  , хорошо известному в геометрии. 

 

Рассмотрим следующее утверждение. В евклидовом пространстве существуют 

базисы, называемые ортогональными базисами, которые наиболее удобны и в 

которых значительно упрощаются многие вычисления и доказательства.  

 

Рассмотрим определение ортогонального базиса.  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Базис nеее ,....,, 21   называется ортогональным базисом, 

если выполняется следующее условие 

                           










ji

ji
ee ijji

,1

,0
),(                                         (А) 

 

Это условие означает, что базисные векторы nеее ,....,, 21  взаимно 

ортогональны, т.е. 0),( ji ee  при ji  , а их длины равны единице,    

1ie  , та как 1),( ii ee . Следовательно, ортогональный базис 

составлен из ортогональных и нормированных на единицу векторов, т.е. 

векторов единичной длины. Понятия ортогональный базис и 

ортонормированный базис эквивалентны. 

 

ТЕОРЕМА 13. Система векторов  nеее ,....,, 21 , удовлетворяющая условию 

ортогональности ijji ee ),( , является линейно независимой системой 

и, следовательно, образует базис некоторого пространства. 

Доказательство. Докажем линейную независимость системы векторов 

nеее ,....,, 21 , удовлетворяющих условию ijji ee ),( . Для этого 

рассмотрим нулевую линейную комбинацию:  

                        оeee nn   ...2211                                 (Б) 

Умножим (Б) скалярно на вектор 1е , затем на вектор 2е  и т.д.: 

0),(),(...),(),( 11122111  eоeeeeee nn  



0),(),(...),(),( 22222211  eоeeeeee nn  

……………………………………………………………… 

0),(),(...),(),( 2211  nnnnnn eоeeeeee   

Учтем условие ортогональности ijji ee ),( и получим:  

01   

02   

………… 

0n  

Следовательно, линейная комбинация (Б) является тривиальной, а система 

векторов  nеее ,....,, 21   линейно независимой. 

Теорема доказана. 

 

Итак, согласно Теореме 13., всякая ортогональная система векторов является 

линейно независимой и образует базис некоторого пространства. 

 

Свойства ортогонального базиса 

Рассмотрим в пространстве L  ортогональный базис nеее ,....,, 21 .  

Векторы x  и y разложим по ортогональному базису    

                 



n

i
iinn exеxеxеxx

1
2211 ....                 

                 



n

i
iinn eyеyеyеyy

1
2211 ....  

Тогда выполняются два свойства. 

1. ii xex ),(  

2. nn yxyxyxyx  ...),( 2211  

 

Первое свойство означает, что при вычислении скалярного произведения 

вектора x  и базисного вектора iе  мы получим координату ix  этого вектора. 

Второе свойство – скалярное произведение векторов равно сумме, 

составленной из произведений координат векторов. 

Задание. Докажите эти свойства. 

 

Матрица Грама.  

Пусть задана система из трех векторов cba ,, . Рассмотрим матрицу, 

составленную из скалярных произведений этих векторов 
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cbbbab

cabaaa

G . 

Матрица G называется матрицей Грама. Геометрический смысл 

определителя матрицы Грама состоит в том, что определитель матрицы  

Грама равен квадрату объема параллелепипеда, построенного на векторах 

cba ,, : 

      
2det abcVG  . 

В n мерном случае определить матрицы Грама равен квадрату объема 

n мерного параллелепипеда. 

Составим матрицу Грама из скалярных произведений базиса  

nеее ,....,, 21 : 
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Если базис  ортогональный, то матрица Грама будет единичной: 
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Матрица Грама входит в формулу скалярного произведения векторов. Пусть  
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Тогда   
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В этом случае матрица Грама совпадает с метрическим тензором. 
 

ТЕОРЕМА 14. Для того чтобы, система векторов была линейно независимой 

достаточно чтобы  матрица Грама была невырожденной, т.е.  .0det G  

Доказательство. Рассмотрим в некотором евклидовом пространстве L  

систему векторов mggg ,....,, 21 . Согласно определению система векторов  

линейно независима, если  линейная комбинация этих векторов, равная 

нулевому вектору  

              ogxgxgx mm  ....2211 ,                                                (1) 

будет выполняться только при условии, когда все коэффициенты 0ix . 

Поставим задачу решить уравнение (1) относительно неизвестных ix . Так как 

пространство L  евклидово, то в нем задано скалярное произведение. Умножив 

уравнение (1) скалярно на вектор 1g , затем на 32 , gg  и т.д. мы получим 

следующую систему из m  линейных однородных уравнений 

относительно :ix  

          0),(....),(),( 1212111  mm ggxggxggx  

0),(....),(),( 2222121  mm ggxggxggx         (2) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

          0),(....),(),( 2211  mmmmm ggxggxggx  

Как мы видим, матрицей системы уравнений (2) является матрица Грама.  

 

Согласно Следствию 2. Теоремы 12, если определитель основной матрицы 

однородной системы уравнений не равен нулю, то система уравнений (2) 

имеет только тривиальное решение, т.е. все 0ix . В этом случае 

рассматриваемая нами система векторов mggg ,....,, 21 будет линейно 

независимой. Следовательно, для линейной независимости системы 

векторов достаточно, чтобы матрица Грама была невырожденной.  

Теорема доказана. 
 

Метод ортогонализации Грама-Шмидта. 
ТЕОРЕМА 15. В любом евклидовом пространстве всегда существует 

ортогональный базис. 

Доказательство.  Пусть nfff ,....,, 21 - базис в евклидовом пространстве L .  



Построим ортогональный базис neee ,....,, 21 , используя метод 

ортогонализации Грама-Шмидта.  

1. Определим 

1

1
1

f

f
e   , очевидно 1),( 11 ee  

2. Построим вектор 11222 ),( eeffg  , очевидно, что 

0),(),(),(,( 111212)12  eeefefeg  и вектор 2g ортогонален 

1e . Определим  

2

2
2

g

g
e  , очевидно 1),( 22 ee . 

3. Построим вектор 22311333 ),(),( eefeeffg  , очевидно, что 

0,( )13 eg  и  0,( )23 eg . Следовательно, вектор  3g  ортогонален 

1e  и  2e .  Определим  

3

3
3

g

g
e  ,   очевидно 1),( 33 ee . 

4. На  k - ом   шаге построим  iik

ki

i
kk eeffg ),(

1

1





 . Очевидно, 

что kg  будет ортогонален векторам 121 ,....,, keee . Определим 

k

k
k

g

g
e  . 

При nk   мы получим систему ортогональных и нормированных на 

единичную длину векторов  neee ,....,, 21 ,   ijji ee ),( . Что и 

требовалось доказать.  

Теорема доказана 

 

Пример. В 3-х мерном пространстве L  задана система векторов  321 ,, fff .  

1 Выполнить ортогонализацию системы векторов )1,1,1(1 f , 

)1,0,1(2 f , )1,1,0(3 f .  

2 Построить ортогональный базис в L .   

Решение. Эта система векторов линейно независима, т.к. 3FRang , где 
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F .  

Следовательно, система векторов 321 ,, fff  образует базис в L .  

Построим ортогональный базис 321 ,, eee , применив метод 

ортогонализации Грама-Шмидта к системе векторов 321 ,, fff . 

Пусть )1,1,1(
3

1

1

1
1 

f

f
e . 

Построим )1,2,1(
3

1
)1,1,1(

3

2
)1,0,1(),( 11222  eeffg . 

Пусть )1,2,1(
6

1

2

2
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g

g
e  

Построим вектор 22311333 ),(),( eefeeffg  ,  

)1,0,1(
2

1
)1,2,1(

6

1
)1,1,1(

3

2
)1,1,0(3 g  

Пусть )1,0,1(
2

1

3

3
3 

g

g
e . 

Ответ: Построенная нами система ортогональных векторов 321 ,, eee  

образует базис в трехмерном линейном пространстве.   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ЛЕКЦИЯ 8 

Линейный оператор. Операции над линейными операторами. 

Матрица линейного оператора.  
 «…И только теперь, когда Ты вышел из берегов, 

увидел океан и познал свое ничтожество, с тобой 

можно говорить о великой истине» 

                 Из беседы духа океана с духом реки.  

Линейный оператор. 
В первой лекции мы говорили о том, что ниже следующие понятия: 

 отображение; 

 оператор; 

 преобразование; 

 функция (числовая); 

 функционал; 
являются эквивалентными понятиями или синонимами, которые сложились 

исторически. Настало время уточнить эти понятия. 

 

Итак, понятие отображение  является наиболее общим, в том смысле, что 

остальные понятия являются его частными случаями. Например, с понятием 

числовая функция вы хорошо знакомы по курсу математического анализа 

одной и нескольких переменных, а также школьного курса алгебры. В 

аналитической геометрии мы рассматривали преобразование поворота 

системы координат и преобразование сдвига. В линейной алгебре 

рассматриваются преобразования координат вектора при преобразованиях 

базиса, изучают линейные функции или линейные формы, линейные 

операторы,  билинейные и квадратичные функции или формы.... Составим 

следующую Таблицу 1., уточняющую выше сказанное об отображении.    

                                                                                                               Таблица 1. 

Отображение является оператором, если рассматривается отображение 

точек n мерного линейного пространства в точки другого  m мерного 

пространства. 

Отображение является преобразованием, если рассматривается отображение 

точек n мерного линейного пространства в точки того же  n мерного 

пространства.  

Отображение является функцией, если рассматривается отображение, при 

котором точкам n мерного линейного пространства сопоставляются 

вещественные числа. Это пример обычной числовой функцией многих 

переменных. 

Отображение является функционалом, если рассматривается отображение 

множества функций в множество вещественных чисел. 

 

Перейдем к теме лекции.  

Пусть L  и M  два линейных пространства:  nL dim ; mM dim . 



Дадим два эквивалентных определения оператора и линейного оператора. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 ОПЕРАТОРА: Если каждому вектору Lх по 

некоторому правилу (закону) поставлен в соответствие некоторый вектор 

My , то говорят, что на линейном пространстве  L  задан оператор  



A  

со значениями в пространстве M .    

 

Определение в краткой форме записи:  

Оператор xAyMyLхеслиMLA


 :,,: . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА: Оператор 



A , действующий 

на линейном пространстве L , со значениями в пространстве   

M называется, линейным, если для любых двух векторов 1x  и 2x    

пространства L   и любого числа    выполняются два линейных 

соотношения: 

1. 



 2121 )( AxxAxxA ;    

          2. 11)( xAxA


  ; 

И вторые определения 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 ОПЕРАТОРА: Мы будем называть оператором 



A , 

действующим из L  в M , отображение, которое каждому вектору x  

линейного пространства L  ставит в соответствие вектор y  из линейного 

пространства M . При этом будем пользоваться обозначением: 

                                 xAy


 ,    или    )(xAy


 . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА: Оператор 



A , действующий 

из L  в M ,  называется линейным, если для любых двух векторов 1x  и 2x    

пространства L   и любого числа    выполняются два линейных 

соотношения: 

1. 



 2121 )( AxxAxxA ;    

         2. 11)( xAxA


  ; 

 

 



ЗАМЕЧАНИЕ 1. Если размерности пространств M и L  совпадают 

)( LM  , то эти пространства изоморфны.  

Отсюда следует замечание 2: 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Если пространства M и L  совпадают )( LM  , то 

линейный оператор 



A  называется  линейным преобразованием 

пространства L , т.е.  LLA 


: . 

 

Операции над линейными операторами. Пространство линейных 

операторов.  

Рассмотрим множество линейных операторов, действующих из L  в M , 

которое обозначим ),( ML


 . Определим на множестве ),( ML


  

операции суммы операторов, умножение оператора на число и произведение 

операторов, а также определим нулевой, противоположный и единичный 

операторы:  

1. С у м м о й линейных операторов 



A  и 



B  называется  оператор 


 BAC , определяемый равенством  

                                     xBxAxBA


 )(  

2. У м н о ж е н и е оператора  



A  на число   назовем оператор 



 AD  , 

определяемый равенством  

                                       xAxA )()(


   

3. П р о и з в е д е н и е м операторов 



A  и 



B  назовем оператор 



 BAD , 

определяемый равенством  

                                        

)()( xBAxBA


  

4. Нулевым оператором 



O назовем оператор, который для каждого вектора 

Lx действует по правилу 

oxO 


 



5. Для каждого оператора 



Aопределим противоположный оператор  



 A  

посредством соотношения 

                                                 



 AA )1(  

6. Назовем единичным (или тождественным) оператором линейный 

оператор 



E , действующий по правилу xxE 


 

 

Легко проверить справедливость следующего утверждения.  

УТВЕЖДЕНИЕ: Для множества линейных операторов ),( ML


 , 

действующих из L  в M  выполняются следующие 8 свойств: 

1. 



 ABBA  

2. 



 CBACBA ()(  

3. 




 AOAAO :  

4.




 OAAAA )(:)(  

1. 



 BABA  )(  

2. 



 AAA  )(  

3. 



 AA1  

4. )()(


 AA   

Свойства 1–8 соответствуют аксиомам линейного пространства. Поэтому 

множество линейных операторов ),( ML


  является линейным 

пространством, которое  действует на линейном пространстве L  со 

значениями в линейном пространстве M , т.е. линейное пространство 

действует на линейном пространстве.    

 

Матрица линейного оператора или матричное представление 

линейного оператора в конечномерном линейном пространстве. 

Пусть в L  действует оператор LLA 


: , nL dim . Выберем в  L  

базис  neee ,....,, 21 . Рассмотрим  Lx  и Ly . 

Пусть 
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Тогда  
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С другой стороны  
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Где оператор 



A  определяется своим действием на базисные векторы ie : 
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В результате мы получим: 

jy 


n

j
iji xa

1

, или в матричном виде Axy  ,   где  )( ijaA   

 

Таким образом, оператору 



A   отвечает матрица )( ijaA   

 

Из операторного соотношения xAy


    

 мы получили  матричное соотношение Axy   

AA 


 

Матрица )( ijaA   является матрицей линейного оператора 



A . 

Следовательно, в данном базисе всякому оператору отвечает 

некоторая матрица. 

 



Пример 1. В 3-х мерном пространстве L  задан ортогональный базис 

321 ,, eee . Рассмотрим   линейный оператор 



A ,  определим его действие на 

базисные векторы: 
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Тогда xAy


  или Axy  . Оператор 



A  является оператором 

проектирования на плоскость, образуемую базисными векторами  21,ee . 

Действительно, вектор :y   

  

                    y
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Пример 2. Рассмотрим линейное пространство функций ],[ baFL  . 

Пусть 
dx

d
A 


 - это  оператор дифференцирования, причем  линейный 

оператор.  Пусть ).2()( xSinxf    

Тогда )2(2)2(()( xCosxSin
dx

d
xfA 



. 

 

 

 

 

 



Обратный оператор.  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Оператор 



B  называется обратным по отношению к 

оператору 



A , если выполняется соотношение:  






EABBA . 

Введем обозначение:   

1

 AB , тогда 









EAA

1

 Очевидно, что   

                                                       xxAA 


 

)(

1

 

 

Определим условие существования обратного оператора. 

Пусть оператор 



A  задает в L  взаимно-однозначное отображение. Это 

означает, что для каждой пары различных векторов x  и z )( zx   следует 

zAxA


 . При выполнении этого условия у 



A  существует обратный 

оператор. Практически это означает, что матрица A  линейного оператора 

является невырожденной, .0det A  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ЛЕКЦИЯ 9 
Преобразование матрицы линейного оператора. Ядро и образ 

линейного оператора. Инвариантное подпространство. 

Собственный вектор и собственное значение линейного 

оператора.  
«Абсолютным является то, что для понимания 

самого себя не нуждается ни в чем другом, что 

может быть понято само через себя. 

Относительное есть то, что мы можем 

понимать лишь в зависимости от понимания  

чего-то другого и в сопоставлении первого со 

вторым» 

                                    М.К.Мамардашвили 
 

Преобразование матрицы линейного оператора. 
Постановка задачи.  Рассмотрим в  n мерном линейном пространстве L  

два базиса, первый из которых назовем старым базисом, второй – новым: 

                                     neee ,....,, 21 - старый базис  в L ; 

                                    nfff ,....,, 21 - новый базис  в L ; 

Пусть оператор LLA 


: . Тогда 
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ТЕОРЕМА 16. Матрицы eA  и fA  связаны между собой  преобразованием 

                                           
1 UUAA ef   

где U матрица преобразования от старого к новому базису. 

Доказательство. Пусть  )( ijuU матрица преобразования базисов: 
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T fuеилиfUe
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Рассмотрим действие оператора 



A  на базисные векторы neee ,....,, 21 : 
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С другой стороны: 
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Сравнивая эти соотношения, получим 

ji

n

j

f
kj

e
ji

n

j
kj uaau 
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 ,   или в матричном виде    UAUA fe  . 

Откуда следует формула преобразования   
1 UUAA ef . 

Теорема доказана. 

 

Ядро и образ линейного оператора. 

Рассмотрим линейный оператор LLA 


: .  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Ядром 



AKer   линейного оператора 



A , действующего из  

L  в L  называется множество векторов Lx , для которых oxA 


.  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Образом  



AIm   линейного оператора 



A , действующего 

из  L  в L  называется множество векторов Ly , для которых xAy


 .  

 

Свойство 1. Ядро 



AKer   является подпространством в  L . 

Свойство 2. Образ 



AIm   является подпространством в  L . 



Задание. Докажите эти свойства ядра и образа линейного оператора. 

Если  OAKer 


, то оператор 



A  действует взаимно однозначно из  L  в L . 

Действительно, в этом случае из oxA 


следует ox  . А это означает, что  

различным ненулевым векторам 1x  и 2x  отвечают различные 

векторы 11 xAy


  и 22 xAy


 .  

Таким образом, условие OAKer 


является необходимым и достаточным, 

для того, чтобы оператор  



A  имел обратный. В этом случае LA 


Im . 

  

Поскольку ядро и образ оператора  являются подпространствами в L , то 

можно рассмотреть их размерности. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Дефектом 



ADef  линейного оператора называется 

размерность его ядра:  



 AKerADef dim . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ.  Рангом 



ARang  линейного оператора 



A  называется 

размерность его образа:  



 AARang Imdim . 

 

ТЕОРЕМА 17. Пусть размерность  nL dim  . Тогда для любого линейного 

оператора  



A  , действующего из  L  в L  выполняется соотношение 

                            nAAKer 


Imdimdim . 

Без доказательства. 

 

ТЕОРЕМА 18. Пусть 1L  и  2L  два таких подпространства в  L , что 

LLL dimdimdim 21  . Тогда существует такой оператор 



A  

действующий из  L  в  L  , что 



 AL Im1 , а 



 AKerL2  



Доказательство. Пусть kL 1dim ,  mL 2dim . Выберем  в  L  базис 

neee ,....,, 21   и  пусть kggg ,....,, 21  - базис в 1L . Теперь определим в  L  

линейный оператор 



A , путем действия его на базисные векторы   

neee ,....,, 21 : 

                        11 geA 


,   22 geA 


, ....,  kk geA 


 

                       oeA k 



1 ,   oeA k 



2 , ....,  oeA n 


 

Далее, если  nnkkkk exexеxеxеxx   ....... 112211 , 

то    kk gxgxgxxA 


....2211 .  

Следовательно, nkk eee ,....,, 21   будет базисом в 2L . Таким образом,  

линейный оператор 



A  обладает требуемыми свойствами, причем 



 AL Im1 ,   



 AKerL2 .  

Теорема доказана. 

 

Инвариантное подпространство. Собственный вектор и 

собственное значение линейного оператора.  
 

       Поставим следующий вопрос:  Каким образом, мы можем изучить 

линейный оператор или структуру линейного оператора?  

 

       Ответ: структура линейного оператора полностью определяется видом 

матрицы линейного оператора.  

Поставим  задачу  приведения матрицы  )( ijaА    линейного оператора 

А̂  к наиболее простому виду при помощи выбора базиса. Очевидно, наиболее 

простой матрицей является диагональная матрица. Возникает задача: найти 

базис, в котором матрица линейного оператора имеет диагональный вид? 

      Центральное место в решении этой задачи занимает понятие 

инвариантного подпространства. Интересная и плодотворная картина 

возникает для случая, когда линейный оператор отображает линейное 

пространство в себя  LLA :ˆ .  



         Рассмотрим в линейном пространстве L  некоторое его подпространство  

V ,  LV   и  некоторый линейный оператор А̂ .  

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть А̂  линейный оператор, действующий из L  в L . 

Подпространство V называется инвариантным относительно действия 

оператора А̂ , если для каждого вектора Vx  вектор xА̂  также 

принадлежит V . 

Или: Подпространство V инвариантно относительно действия линейного 

оператора А̂ , если VxAVx  ˆ . 

 

Примеры инвариантных подпространств. 

Пример 1. Нульмерное пространство (пространство, состоящее из нулевого 

вектора Пусть Mo  и  MooА ˆ . 

Пример 2. Все пространство L : Lx  и LxА ˆ . 

Пример 3. Ядро линейного оператора АKer ˆ : AKerx ˆ  и 

AKeroxА ˆˆ  . 

Пример 4. Образ линейного оператора А̂Im : Ax ˆIm  и 

AyxА ˆImˆ  . 

     Особую роль играют одномерные инвариантные подпространства в L . 

Пусть 1V  - одномерное инвариантное подпространство. В силу 

одномерности  1V , очевидно, что вектор xА̂  пропорционален x  для каждого 

вектора 1Vx . Следовательно, существует число  и выполняется:   

xxА ˆ . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Вектор ox  , удовлетворяющий соотношению 

xxА ˆ , называется собственным вектором, а число  - собственным 

значением линейного оператора А̂ . 

 

     Пусть x  - собственный вектор, тогда векторы x  образуют одномерное 

инвариантное подпространство (линейная оболочка). Обратно, любой вектор 



одномерного инвариантного подпространства является собственным 

вектором.  

 

Вопрос:  Мы дали определение, но, спрашивается, может ли существовать 

собственный вектор линейного оператора?  Ответ дает следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 19. Всякий линейный оператор имеет, по крайней мере, один 

собственный вектор. 

Доказательство. Предположим, что собственный вектор ox   существует:   

                                                        xxА ˆ . 

Выберем в  L  базис nееее ,....,,, 321 . Линейному оператору А̂  в этом 

базисе соответствует некоторая матрица  )( ijaA : 



n

j
jjii eaeA

1

ˆ . 

Тогда операторному соотношению xxА ˆ  соответствует матричное: 

                                               xАx  , 

или                                oxEА  )(  , 

(правую часть перенесли налево: oxАx  ,  oxEАx  ). 

В результате мы получили следующую систему n  однородных уравнений: 
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              (1) 

Данная однородная система уравнений имеет 1n  неизвестных: среди них 

n - неизвестных ix  и число  . Следовательно, для нахождения решения этой 

системы уравнений, необходимо найти еще одно уравнение, для того чтобы 

число неизвестных равнялось числу уравнений! 

     Мы знаем, что однородная система уравнений (1) имеет нетривиальное 

решение  ox  , если )( EARang   меньше n . Это условие 

эквивалентно условию на определитель матрицы  EA  : 

                                        0)det(  EA   
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Мы получили алгебраическое уравнение степени n  относительно  . Это 

уравнение называется характеристическим  (а также вековым или 

секулярным) уравнением. Это и будет недостающее 1n  -ое уравнение.  

По основной теореме алгебры это уравнение имеет, по крайней мере, один 

корень 1 . Подставив в систему (1), значение корня 1 , мы получим 

однородную систему уравнений, определитель которой равен нулю, и 

имеющую, следовательно, ненулевое решение: ii cx  . Тогда вектор 

)......,,,( 21 ncccc   будет собственным вектором, а 1  собственным 

значением линейного оператора А̂ , так как  

                                                     сАс 1  

Теорема доказана. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ЛЕКЦИЯ 10 
Характеристический полином. Преобразование матрицы 

линейного оператора.  Спектр линейного оператора. Подобные 

матрицы. 
                                          «Право на левой стороне» 

Характеристический полином )(nP .  

Дадим следующее определение: 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Полином )(nP : 

       
n

nn ppppEAP   ....)det()( 2
210 .  

называется характеристическим полиномом. 

Очевидно:   

0)0(det pPA n  ;    

1pSpA  ; 

 

Следствие теоремы. Согласно основной теореме алгебры, всякое уравнение n  

-ой степени имеет ровно n  корней. Следовательно, характеристическое 

уравнение 0)det(  EA    имеет n  корней n ,.....,, 21 . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество собственных значений n ,.....,, 21  

линейного оператора А̂  называется спектром линейного оператора. 

Рассмотрим в линейном пространстве L  некоторый линейный оператор Â . 

Выберем в L  два базиса. Пусть в первом базисе nееее ,....,,, 321  линейному 

оператору Â  соответствует матрица  )( ijaA  :  



n

j
jjii eaeA

1

ˆ . 

Во втором базисе nffff ,....,,, 321  оператору Â  будет соответствовать 

некоторая матрица )~(
~

ijaA  :  



n

j
jjii fafA

1

~ˆ . 

 

Итак 












.)(
~

.)(
ˆ

базисевторомвоaA

базисепервомвaA
A

ij

ij
 



Преобразование матрицы линейного оператора.  

ТЕОРЕМА 20. Матрицы )( ijaA   и )~(
~

ijaA   связаны соотношением 

1~  UAUA , где U - матрица перехода от базиса ie  к базису if . 

Доказательство.  Итак,  fUe    или k

n

j
kjj fue 




1

. 

Рассмотрим следующее выражение:  

   
  


n

j

n

k

n

j
kjikjkkjji

n

j
jjii faufuaeaeA

1 1 11

)()(ˆ  

С другой стороны: 

   
 


n

j

n

k
kjikjkkj

n

j
jijji

n

j
jjii fuafaufAufuAeA

1 111

)~(~ˆˆˆ

Сравнивая эти два соотношения, получаем 

                      
   


n

k

n

j

n

k

n

j
kjikjkjikj fuafau

1 1 1 1

)~()(  

В матричном виде это равенство имеет следующий вид: 

                    UAAU
~

   или 
1~  UAUA  

Теорема доказана. 
1~  UAUA  

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрицы A  и В  называются подобными, если существует 

невырожденная матрица U и выполняется  
1 UAUВ . 

Свойства подобных матриц. 

1. AВ detdet  , определители подобных матриц равны. 

2. ARangВRang  , ранги подобных матриц равны. 

3. )(det)(det EAEВ   , характеристические полиномы 

совпадают. 

4. Из свойства 3. следует, что совпадают и характеристические числа 

0)(det)(det  EAEВ  . Следовательно, спектр линейного 

оператора не зависит от выбора базиса. 

 



Среди всех линейных операторов в известном смысле простейшими являются 

те, которые имеют n  линейно независимых собственных векторов.  

 

ТЕОРЕМА 21. Если собственные значения n ,.....,, 21  попарно 

различны ji   , то соответствующая система собственных векторов 

nееее ,....,,, 321  линейно независима.  

Доказательство. При доказательстве теоремы используем метод 

математической индукции.  

1. При 1k  утверждение справедливо. Действительно,  

                      011 e . Так как oe 1 , то 01  . 

2. Пусть утверждение справедливо для некоторого mk  . Это означает, что 

система векторов mеее ,....,, 21  линейно независима. 

3.Докажем справедливость утверждения для 1 mk , то есть, докажем 

линейную независимость системы векторов 121 ,,....,, mm eеее  .  

Доказательство проведем от противного. Предположим, что система векторов 

121 ,,....,, mm eеее  - линейно зависима.  

оeee mmmm   1111 ...   и пусть 01  .                       (a) 

Умножим (a) 1m . А также подействуем на (a) оператором Â  и получим 

два соотношения:  

оeee mmmmmmm   1111111 ...  . 

оeee mmmmmm   111111 ...  . 

Вычтем из второго соотношения первое и получим: 

оee mmmmm    )(...)( 11111 . 

Здесь 01  .  Однако, согласно пункту 2. система векторов  mеее ,....,, 21  

линейно независима и из условия ji    следует, что все  

0.....21  m . Мы получили противоречие. Следовательно, 

наше предположение о линейной зависимости системы векторов 

121 ,,....,, mm eеее  неверно.  

Теорема доказано. 



 

     Пусть Â  линейный оператор, и пусть nееее ,....,,, 321  - его собственные 

векторы, которые линейно независимы: 

                                                    iii eeА ˆ  

Примем систему векторов  nееее ,....,,, 321  за базис в L . 

 

Перейдем к следующему фундаментальному утверждению. Равенства 

111
ˆ eeА    222

ˆ eeА    , ……,   nnn eeА ˆ ,   

означают, что матрица линейного оператора в базисе, составленном из 

собственных векторов,  имеет диагональный вид: 
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2

1

 

Таким образом мы доказали следующую Теорему 17. 

ТЕОРЕМА 22. Если корни характеристического уравнения попарно 

различны, то матрица линейного оператора приводится к диагональному 

виду.  

 

Вывод. В базисе, составленном из собственных векторов, имеющих 

различные собственные значения, матрица линейного оператора имеет 

диагональный вид.  

Мы приходим к понятию Жордановой формы матрицы.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ЛЕКЦИЯ 12 
Сопряженный и эрмитов операторы. Свойства собственных 

векторов и собственных значений эрмитова оператора. 

Унитарный оператор и его свойства. 
«Во всякую шутку неявной функцией входит ложь» 

М.А.Булгаков                                                               
Сопряженный и эрмитов операторы. Свойства собственных 

векторов и собственных значений эрмитова оператора.  

Рассмотрим линейный оператор LLA :ˆ  и пусть L  – унитарное   

пространство.   

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейный оператор 
*Â называется сопряженным  по 

отношению к оператору Â  если   



 ),(),ˆ( *yAxyxA . 

 
ТЕОРЕМА 23. В унитарном пространстве L  каждому линейному 

оператору отвечает сопряженный оператор и притом только один. 

Доказательство. Пусть оператору Â  отвечает матрица )( ijaA  , а 

оператору 
*Â   матрица )( ijbB  . Тогда 

j

n

j
iji xaxA 




1

)ˆ(    и  j

n

j
iji ybyA 






1

* )( .  

В L  определим скалярное произведение в следующем виде 

__

11

_

1

.....),( nnii

n

i

yxyxyxyx  


. Тогда 

ijij

n

ji

n

i
ijij

n

j

yxayxayxA
_

1,1

_

1

)(),ˆ(  
 

  , 

 
 


n

i
jiij

n

ji
jij

n

j
i yxbybxyAx

1

__

1,

__

1

_
* )(),(  

Приравнивая правые части получаем: 

ijij yxa
_

jiij yxb
__

   или   ijij yxa
_

ijji yxb
__

. Отсюда следует 



ija jib
_

    или   jiij ab
_

 .  

Таким образом, оператору 
*Â отвечает матрица B T

ij
T aA )(

__

 . 

Теорема доказана. 

 

Обозначим звездочкой  «*» операцию эрмитова сопряжения производимую 

над элементами матрицы и состоящую из двух последовательно проводимых 

операций: комплексного сопряжения и транспонирования 

Эрмитово сопряжение:      *   = ( – , Т) 

 

   Свойства операции эрмитова сопряжения для матриц. 

1. 
***)( ABBA   

2. AA **)(  

3. 
***)( BABA   

4. 



 AA
_

*)(   

5. EE *  

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейный оператор 



A  называется эрмитовым (или 

самосопряженным),  если он совпадает с сопряженным:  



 AA

*

   или   

),(),( yAxyxA


 . 

Матрица эрмитова оператора называется эрмитовой: 

_
TAA  , 

T
ijij aa )(

_

 . 

 

ТЕОРЕМА 24. Собственные значения эрмитова оператора вещественны, а 

собственные векторы – ортогональны.  

Доказательство.  



1. Рассмотрим эрмитов оператор 



A . Пусть x  - его собственный  вектор, 

xxА ˆ . Имеем:   

                ),(),(),( xxxxxxA  


, 

                ),(),(),(
_

xxxxxAx  


. 

Из условия ),(),( xAxxxA


  получим ),( xx ),(
_

xx  или  

_

 , 

следовательно  - вещественное число. 

2. Пусть 1e  и 2e - собственные  векторы оператора 



A : 

  111 eeA 


.  222 eeA 


 и пусть 21   . Имеем:   

                ),(),(),( 21121121 eeeeeeA  


, 

                ),(),(),( 21222121 eeeeeAe  


. 

Из условия 


),( 21 eeA ),( 21 eAe


, получим  

 

                     ),( 211 ee  ),( 212 ee .   

Так  как 21   ,  то 0),( 21 ee  и 1e и 2e  ортогональны. 

Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 25. Пусть 



A - эрмитов оператор, действующий в L , а 1e - его 

собственный вектор. Тогда множество векторов , ортогональных вектору 1e  

образует  пространство, инвариантное относительно оператора 



A . 

Доказательство.  

Пусть 1L - множество векторов, ортогональных вектору 1e , 

1dim 1  nL . Покажем, что пространство 1L  инвариантно 

относительно 



A .  Пусть 1Lx ,  0),( 1 ex . Тогда:  






),( 1exA 0),(),(),( 1111 


exexeAx  .  

Так как 1Lx    и 1LxA 


 , следовательно 1L - инвариантное 

пространство 

Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 26. Пусть 



A - эрмитов оператор, действующий в L . Тогда в n - 

мерном пространстве L , существует n  - ортогональных собственных 

векторов оператора 



A . 

Доказательство.  

Пусть 1e : 111 eeA 


.  Пусть 1L - ортогональное дополнение к 1e . В силу 

Теоремы 26. пространство 1L - инвариантно относительно 



A . В 1L  

существует вектор 2e : 222 eeA 


. Пусть 2L - ортогональное 

дополнение к 2e  и является инвариантным пространством относительно 

оператора 



A . Продолжая этот процесс мы получим систему из n  

ортогональных собственных векторов neee ......,, 21  оператора 



A . 

Теорема доказана. 

 

Следствие из Теоремы 26.  Матрица  эрмитова оператора всегда может 

быть приведена к диагональному виду  

  





















n

A
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0.......0

2

1
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Геометрический смысл эрмитова оператора.  

В пространстве L  существует n - ортогональных направлений, задаваемых 

собственными векторами эрмитова оператора. Каждое из этих направлений 



характеризуется числами n ,.....,, 21 . Тогда, при действии  



A  на векторы 

из  L  происходит растяжение (сжатие, зеркальное отражение) в i  раз.  

Свойства эрмитова оператора. 
1. Любой оператор  может быть представлен в виде  



 21 AiAA , 

где  



21 AиA  эрмитовы операторы.   

2. Операторы  


*AA и  



AA*
 эрмитовы. 

3. Если операторы 



A  и 



B  - эрмитовы и 



BA , то 



BA  - эрмитов. 

 

Унитарный оператор. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейный оператор 



U  называется унитарным 

(ортогональным),  если  ),(),( yUxUyx


 . 

Унитарному оператору 



U  отвечает унитарная матрица )( ijuU  :  

*1 UU 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ЛЕКЦИЯ 13 
Билинейные и квадратичные формы. Классификация 

квадратичных форм и критерий Сильвестра. Преобразование 

квадратичных форм. Нормальный и канонический виды 

квадратичной формы. 
«Реальным является то, что имеет реальные 

последствия» 

                                                              Закон Томаса 

Билинейные и квадратичные формы. 

Рассмотрим в n мерном вещественном линейном пространстве L  два 

вектора x и y  (векторы, разумеется, заданы своими координатами): 

                                        









),....,,(

),.....,,(

21

21

n

n

yyyy

xxxx
. 

Координаты ix  и jy  векторов являются вещественными числами. Введем на 

данном линейном пространстве числовую функцию ),( yxА  двух векторных 

аргументов x  и y , а именно, каждой паре векторов x  и y  сопоставляем 

некоторое вещественное число, обозначаемое ),( yxА  . В терминах 

математического анализа данная числовая функция является функцией от 

n2  переменных, причем переменными являются координаты ix  и jy :     

               ),....,,,....,,(),( 21,21 nn yyyxxxfyxА  . 

Из всех мыслимых числовых функций мы будем рассматривать определенный 

вид функций, называемых билинейными формами. Затем введем в рассмотрение 

квадратичные формы. Дадим определение. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Числовая функция ),( yxА  двух векторных аргументов x  

и y , называется билинейной формой, если она является линейной по первому 

аргументу x  и по второму аргументу y , т.е. выполняются следующие четыре 

соотношения: 

                ),(),(),( yzAyxAyzxА                                  (1) 

               ),(),(),( zxAyxAzyxА                                    (2) 

                       ),(),( yxAyxА                                                     (3) 

                     ),(),( yxAyxА                                                       (4) 

  

Примечание. Соотношения (1) и (2) относятся к операции сложения векторов, а 

(3) и (4) – к операции умножения векторов на числа.  



    Таким образом, билинейная форма определяется на линейном пространстве. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ.  Билинейная форма называется симметричной, если 

выполняется соотношение 

),(),( xyAyxА   

и  кососимметричной (антисимметричной), если выполняется соотношение  

),(),( xyAyxА   

Замечание: Симметричная билинейная форма по своим свойствам похожа на  

скалярное произведение.  

 

Общий вид билинейной формы: 

...),( 122121121111
1,

 


yxayxayxayxayxА
n

ji
jiij  

где ija  - вещественные числа, составляющие матрицу )( ijaА  . Таким 

образом, всякая билинейная форма задается некоторой матрицей, причем 

элементы матрицы являются коэффициентами формы. 

 

Общий вид билинейной формы можно получить из определения. 

Действительно, так как имеет место разложение векторов по базису 





n

i
iiexx

1

  и  



n

i
iieyy

1

, то, с учетом соотношений (1) - (4), получаем 

  
 


n

ji
jiji

n

i

n

j
jjii eeAyxeyexАyxА

1,1 1

),(),(),( . 

Положив ijji aeeА ),( , мы получим общий вид билинейной формы. 

Пример .   22122111 5432),( yxyxyxyxyxА  . 

 











54

32
)( ijaА - матрица данной  билинейной формы. 

       Пусть ),( yxА  симметричная билинейная форма, матрица билинейной 

формы )( ijaА  , разумеется, симметрична.  Рассмотрим в билинейной 

форме случай когда xy  , т.е. оба аргумента совпадают. В этом случае, 



говорят: симметричная билинейная форма ),( yxА  порождает 

квадратичную форму ),( хxА . Дадим определение. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Симметричная билинейная форма ),( yxА , при условии 

хy  ,  называется квадратичной формой и обозначается ),( хxА . 

Общий вид квадратичной формы 

...2),(
2

2222112
2

111
1,

 


xaхxaxaхxaхxА
n

ji
jiij  

Напомним: )( ijaА   симметричная матрица.  

    Далее мы будем исследовать только квадратичные формы. Билинейные 

формы нам потребовались для того, чтобы придать  теории квадратичных форм 

более фундаментальный характер, показав, что она является частью общей 

теории билинейных форм.  

Классификация квадратичных форм и критерий Сильвестра. 

    Важной характеристикой квадратичных форм является ее знако-

определенность, например положительная определенность. А именно, 

квадратичная форма, как числовая функция, при различных x , может 

принимать положительные, отрицательные или нулевые значения.  

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ.  

- Квадратичная форма называется положительно определенной, если для 

каждого значения ox   квадратичная форма положительна. 

- Квадратичная форма называется отрицательно определенной, если для 

каждого значения ox   квадратичная форма отрицательна.  

- Квадратичная форма называется знаконеопределенной во всех других 

случаях, т.е. когда найдутся векторы ox   при которых квадратичная форма 

принимает положительные и отрицательные значения.  

 

 

Замечание 1. Очевидно, что любая квадратичная форма  при ox   принимает 

нулевое значение  0),( ooА  . 



Замечание 2. Очевидно, что если ),( хxА  положительно определенная 

квадратичная форма, то  ),( хxА  является отрицательно определенной. Знак 

минус перед квадратичной формой меняет ее знакоопределенность.  

    Сделаем важное утверждение о том, что между  скалярным произведением  и  

билинейной формой существует прямая связь. А именно: скалярное 

произведение можно задать с помощью симметричной билинейной формы, 

рассмотрев такую билинейную форму, которая порождает положительно 

определенную квадратичную форму. 

Итак. Скалярное произведение ),( yx  равно билинейной форме ),( yxА , т.е. 

),( yx ),( yxА , если билинейная форма удовлетворяет двум условиям: 

1) Билинейная форма должна быть симметричной ),(),( xyAyxА  . 

2) Порождаемая квадратичная форма ),( хxА  должна быть положительно 

определенной. 

 

Критерий Сильвестра знакоопределенности квадратичной формы. 

     Пусть форма  
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iΔ угловые, или главные миноры матрицы )( ijaА  .  

Справедливо утверждение, известное как критерий Сильвестра (1814-1897, 

англ. матем.): 

Если все числовые значения главных миноров  iΔ  положительны, то 

квадратичная форма положительна (положительно определенная). 



Если числовые значения главных миноров iΔ чередуются по знаку, начиная 

с отрицательного значения ( 1Δ  -отрицателен), то квадратичная форма 

отрицательна. 

Во всех других случаях квадратичная форма знаконеопределенная. 

 

Преобразование квадратичной формы при переходе к другому 

базису.  Поскольку аргументом в квадратичной форме ),( хxА  является 

вектор x  с координатами ),....,,( 21 nххх , то при выполнении преобразования 

базиса (переход к новому базису) координаты исходного вектора x  

преобразуются  и мы получаем новые координаты.   

ТЕОРЕМА 27. При переходе от базиса nееее ,....,,, 321  к базису 

nfff ,....,, 21  матрица квадратичной формы А  преобразуется по закону 

UAUА T


,  где  U - матрица преобразования базисов. 

Доказательство. Итак, U  матрица преобразования от базиса nеее ,....,, 21  

к базису nfff ,....,, 21 :   eUf T .  

Координаты ),....,,( 21 nххх  вектора x  при переходе к новому базису 

преобразуются в координаты ),....,,( 21 nyyy  согласно соотношениям 
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Здесь введено обозначение 



n

ji
jlij

T
kikl uaua

1,


, или в матричных 

обозначениях  UAUА T


,  где матрица )( klaA


 . 

Теорема доказана. 

 



Нормальный и канонический виды квадратичных форм. 

   Существует базис, при переходе в который, квадратичная форма   
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Нормальный вид квадратичной формы 
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где  0,1,1 i  

Канонический вид квадратичной формы 
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где коэффициенты i  являются корнями характеристического уравнения 

 0)(det  EA   . 

 

      Нормальный и канонический виды квадратичной формы обладают одной 

общей характеристикой – квадратичная форма представляет собой сумму 

квадратов.  Существуют несколько методов приведения квадратичной формы к 

сумме квадратов 

- Метод Лагранжа; 

- Метод Якоби; 

- Метод ортогонального преобразования; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ЛЕКЦИЯ 14 
Закон инерции квадратичной формы. Одновременное приведение 

двух квадратичных форм к сумме полных квадратов. Теорема 

Гамильтона-Кэли. Функции от матриц. Минимальный полином. 
Одно дело получить образование, и совсем 

другое - быть образованным человеком. 

Глупость безгранична. 

 

Закон инерции квадратичной формы. 

ТЕОРЕМА 28. Закон инерции. Если квадратичная форма ),( хxА  двумя 

(или более) способами приведена к сумме полных квадратов, то число 

положительных слагаемых и число отрицательных слагаемых в обоих случаях 

одинаково. 

Доказательство теоремы см. В.А.Ильин, Э.Г.Позняк Линейная алгебра (издание 

шестое 2005г), стр. 189. 

 

Пояснения. Пусть квадратичная форма  
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некоторым способом приведена к сумме полных квадратов, причем число 

положительных слагаемых равно p ,  а отрицательных   pn  :   
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Согласно Закону инерции, при приведении квадратичной формы к сумме 

полных квадратов другим способом, мы получим снова p   положительных 

слагаемых и  pn   отрицательных слагаемых:   
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Таким образом, число положительных p  и отрицательных pn   слагаемых 

квадратичной формы являются инвариантными величинами: 

                                 p  - inv.,     pn   - inv. 

Примечание: Инвариант это величина, остающаяся неизменяемой при тех 

или иных преобразованиях.  

 

Одновременное приведение двух квадратичных форм к сумме 

полных квадратов. 
ТЕОРЕМА 29. Пусть заданы две квадратичные формы 
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положительно определенная квадратичная форма. Тогда в базисе, 

составленном из собственных векторов матрицы )( ijaА   обе 

квадратичные формы имеют вид: 
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 Доказательство теоремы см. В.А.Ильин, Э.Г.Позняк Линейная алгебра 

(издание шестое 2005г), стр. 197. 

 

Теорема Гамильтона-Кэли. Функции от матриц. Минимальный 

полином. 

ТЕОРЕМА 30.  Гамильтона –Кэли. Если А̂  эрмитов оператор и  

)ˆˆdet()( EАpn    характеристический полином этого оператора,  то            

                                              OАpn
ˆ)ˆ(  , 

т.е. эрмитов оператор А̂ аннулирует свой характеристический полином. 

Доказательство теоремы основано на спектральном разложении эрмитова 

оператора. 

Обобщение. Утверждение Теоремы 30 Гамильтона-Кэли распространяется на 

все операторы, а не только на эрмитовые. 

 

Функции от матриц. 

Проведем аналогию (или сравнение) между числовыми функциями и 

функциями от матриц. 

Числовая функция: Функция от матриц: 
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R  - множество вещественных чисел 
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)( nnA  - множество квадратных 

матриц порядка nn  

В основе определения функции от матриц лежит операция возведения в степень 

натурального числа, выполнимая для квадратных матриц.  



Пример. Вычислить  
100А , если 
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Решение: ААААА 100
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Ответ:
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Заметим, что собственные значения матрицы А равны: 4,1 21   . 

Замечание. Безусловно, вычислить 
100А , указанным способом является весьма 

трудоемкой задачей, требующей большого времени и внимательности. 

Введение функций от матриц разрешает эту трудность. 

  

Полиномиальная матрица. 

Рассмотрим полином )(xPn  от числовой переменной x , 

n
nn xaxaaxP  .....)( 10  . 

Подставим в данный полином, вместо  числовой переменной x , матрицу А 

( Аx )  и получим так называемую полиномиальную матрицу )(АPn : 

n
nn АaАaЕaАP  .....)( 10 . 

Подстановка  Аx  возможна, так как операция возведения матрицы в 

степень хорошо определена для квадратных матриц. В результате мы получим 

вполне определенную матрицу (см. пример выше). 

        Однако, если мы возьмем, например, функцию  )ln(x , выполним 

подстановку Аx  и получим некоторую функцию  )ln(A . Мы получили 

функцию (от матрицы), которую совершенно непонятно как вычислять! 

       Дадим определение функций от матриц, используя два подхода. 

Первый подход.  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Мы полагаем, что всякая функция от матрицы равняется 

некоторому полиному степени n  (где n  - порядок матрицы А):              

                                                   )()( APAf n  

где полином )(APn , является таким полиномом, который совпадает на 

спектре n .....,,, 21  матрицы А со значениями функции )(xf , а именно 

                                                 )()( ini Pf   . 



 

 

    Вопрос, как найти этот полином. Один из способов - использовать 

интерполирующий полином Лагранжа-Сильвества. 
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Второй подход. 

В основе второго подхода лежит определение функций от матриц, основанное 

на разложении числовой функции в ряд Тейлора  по степеням переменной  x : 
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Общий вид ряда Тейлора: 
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Тогда функция от матрицы определяется следующим выражением 
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Согласно теореме Гамильтона-Кэли всякая матрица аннулирует свой 

характеристический полином, т.е., если характеристический полином 

n
nn pppEАp   ....)det()( 10 , 

то OApApEpAp n
nn  ....)( 10 . 

Из последнего выражения можно получить, что 
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В результате любую натуральную степень k   матрицы А, которая больше или 

равна  n   ( nk  ),  можно представить в виде полинома степени не выше чем 



1n . Из этого следует удивительная возможность преобразовать ряд Тейлора 

в некоторую полиномиальную матрицу )(1 ARn  степени 1n , называемую 

минимальным полиномом. Таким образом, функция от матрицы, записанная 

в виде формального ряда Тейлора, будет представлена в виде минимального 

полинома   
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Неизвестные коэффициенты 110 ....,,, nrrr  (всего n  неизвестных) 

минимального полинома могут быть найдены из следующих условий  
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которые, в совокупности будут представлять собой неоднородную систему n  

уравнений с n  неизвестными. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ЛЕКЦИЯ 15 
«Будите свою фантазию, пришпоривайте ее» 

                                                        М.А.Булаков 

Программа по ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЕ 
 

I. Матрицы и определители 
1.  Введение. Линейность в физике и математике. Матрицы, операции над матрицами, 

свойства операций. Транспонирование. Линейное преобразование. Блочные матрицы, прямая 

сумма матриц, алгебраические свойства прямой суммы. Коммутатор и антикоммутатор. След 

матрицы. Группа подстановок и симметрическая группа. 

2. Определитель матрицы (два определения). Минор и алгебраическое дополнение. Два типа 

миноров. Теорема № 1 Лапласа. Основные свойства определителей. Определитель 

произведения матриц det(AB) = det(A) det(B), Теорема №2. Обратная матрица, Теорема № 3. 

Матричные уравнения. 

3.  Линейная зависимость строк и столбцов матрицы, Теорема № 4. Ранг и базисный минор 

матрицы. Элементарные преобразования строк матрицы. Методы вычисления ранга: метод 

элементарных преобразований и метод окаймляющих миноров.  Теорема № 5 о базисном 

миноре. Ранг произведения матриц: Rang (AB). Теорема № 6 о det (A) = 0.  

 

II.  Линейные пространства 

4.  Вещественное и комплексное линейное пространство. Основные примеры линейных 

пространств. Линейная комбинация и линейная зависимость векторов, теорема № 7. 

Размерность пространства. Базис и координаты. Примеры базисов. Единственность 

разложения вектора по базису, теорема № 8. 

5.  Подпространство и линейная оболочка системы векторов, размерность линейной 

оболочки. Прямая сумма линейных пространств, теорема № 9. Объединение и пересечение 

линейных пространств, теорема № 10 о размерности объединения пространств. Изоморфизм 

линейных пространств, теорема № 11. Преобразование координат вектора при 

преобразовании базиса.   

 

III.  Системы линейных уравнений 

6.  Системы линейных уравнений (СЛУ). Способы записи и их классификация. Совместность 

СЛУ, теорема № 12 Кронекера- Капелли. Крамеровские системы линейных неоднородных 

уравнений. Формула Крамера. Метод Гаусса решения системы линейных уравнений. 

Решение однородной СЛУ, тривиальное и нетривиальное решения, теорема № 13. 

Фундаментальная система решений однородной СЛУ. Общее решение, пространство 

решений. Свойства решений неоднородной и соответствующей однородной системы 

уравнений. 

 

IV.  Евклидовы и унитарные пространства. 
7.  Система аксиом скалярного произведения. Комплексное и вещественное евклидовы 

пространства. Общий вид задания скалярного произведения конечномерного линейного 

пространство. Основные примеры задания скалярных произведений в различных линейных 

пространствах. Неравенство Коши - Буняковского. Примеры неравенств Коши - 

Буняковского. Нормированное пространство. 

8.  Ортогональность векторов и ортогональный базис, теорема № 14. Свойства 

ортогонального базиса. Метод ортогонализации Грама - Шмидта, теорема № 15. Матрица 

Грама. Геометрический смысл определителя матрицы Грама.     

 

V.   Линейные операторы в конечномерном пространстве. 



9.  Линейный оператор. Операции над линейными операторами и их свойства. Пространство 

линейных операторов. Матрица линейного оператора в конечномерном линейном 

пространстве. Ядро и образ линейного оператора, примеры. Теорема № 16 о сумме 

размерностей ядра и образа. Ранг линейного оператора. Обратный оператор и условия 

существования обратного оператора.  

10. Структура линейного оператора. Инвариантное пространство. Вид матрицы линейного 

оператора в случае существования инвариантных пространств. Одномерные инвариантные 

подпространства. Собственные значения и собственные векторы линейного оператора, 

теорема № 17. Характеристическое уравнение и характеристический полином. 

11. Спектр линейного оператора. Преобразование матрицы линейного оператора, теорема № 

18. Подобные матрицы и их свойства. Теорема № 19 о свойствах собственных векторов 

линейного оператора. Диагонализация матрицы линейного оператора, теорема № 20. 

Понятие жордановой формы матрицы.  

12. Сопряженный оператор, теорема № 21. Эрмитов оператор и свойства операции эрмитова 

сопряжение. Свойство собственных векторов и собственных значений эрмитова оператора, 

теорема № 22. Унитарный (ортогональный) оператор и его основные свойства. 

Общий вид ортогонального оператора на плоскости. 

 

VI.  Билинейные и квадратичные формы. Функции от матриц. 

13. Билинейная и квадратичная формы. Полуторалинейная форма. Классификация 

квадратичных форм, критерий Сильвестра. Нормальный и канонический виды квадратичной 

формы. Преобразование квадратичной формы при преобразовании базиса, теорема № 23. 

Ранг квадратичной формы. Метод Лагранжа приведения квадратичной формы к сумме 

квадратов. Метод ортогонального преобразования квадратичной формы к каноническому 

виду, теорема № 24. Закон инерции. 

14.  Теорема Гамильтона - Кэли.  

15. Функции от матриц. Полиномиальная матрица и минимальный полином.  

 

Учебная литература 
1. Ильин В.А., Позняк Э.Г.: - “Линейная алгебра”  

2. Федорчук В.В.: -  “Курс аналитической геометрии и линейной алгебры” 

3. Канатников А.Н., Крищенко А.П.: - Линейная алгебра, 1998г. Изд. 

МВТУ им. Баумана 

4. Ефимов Н.В., Розендорн Э.Р.: -  Линейная алгебра и многомерная 

геометрия 

5. Гельфанд И.М.: - “Лекции по линейной алгебре” 

6. Александров П.С.: - “Курс аналитической геометрии и высшей 

алгебры” 

7. Курош А.Г.: - “Курс высшей алгебры” 

8. Шилов Г.Е.: - “Конечномерные линейные пространства” 

9. Бугров, Никольский: - Элементы линейной алгебры и аналитической 
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